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Vorwort znr ersten Anf läge. 



Der Kreis der überzeugten Anhänger der Maxwellschen Elek- 
trizitätslehre setzte sich bis vor einigen Jahren fast ausschließlich 
aus englischen Physikern zusammen. Schon früher schenkte man 
zwar auch auf deutschem Boden dieser Theorie große Beachtung; 
man war aber noch zu sehr in dem Banne der Femwirkungslehre 
befangen, um sich vollständig in sie einleben zu können. An- 
fänglich richteten si<^ daher die Bestrebungen unserer Physiker 
vorwiegend dahin, eine Versöhnung beider Theorien herbeizuführen 
und womöglich ein allgemeines Schema aufzustellen, das beide als 
Spezial^lle in sich faßte. Eine andere Folge davon war, daß man 
sich zuerst un4 am meisten mit jener Seite der Maxwellschen 
Lehre befreundete, die von der Ableitung der Gleichungen des 
elektromagnetischen Feldes aus den allgemeinen Prinzipien der 
Mechanik handelt. Denn der Ideengang-, der dieser zugrunde 
liegt, ist seinem Wesen nach eng verwandt mit den älteren 
üntersuchungsmethoden, bei denen der PotentialbegrifF die entr 
scheidende Bolle spielte. 

Alle Bemühungen, die Faraday-Maxwellsche Anschauung in 
den firüheren Vorstellungskreis einzugliedern, ohne von diesem 
erhebliche Opfer zu bringen, mußten indessen in letzter Linie an 
den Verschiebungsströmen im freien Äther und an der endlichen 
Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen scheitern. 
Kaum hatte daher Hertz diese Folgenmg der Maxwellschen Theorie 
durch seine entscheidenden Versuche bestätigt, als er Ei^ch sofort 
dieser grundsätzlich zuwandte, nachdem er sich schon früher sehr 
mit ihr befreundet hatte. 

Damit war der Wendepunkt gekommen. Heute denkt man 
kaum noch daran, in der Eichtung des Weberschen Elementar«^ 
gesetzes weiter zu arbeiten, dessen Formulierung einst den Höhe- 
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VI Vorwort. 

punkt der Entwickelung der älteren Vorstellungen gebildet hatte. 
Nachdem sich schon auf Grund der älteren Theorie die ünhaltbarkeit 
dieses Gesetzes definitiv herausgestellt hatte und sich kein Ersatz 
dafOr finden ließ, war die Leistungsfähigkeit der Femwirkungs- 
theorie ersc&öpft, und ihre Unzulänglichkeit trat immer mehr zu-* 
tage. Dadurch war der Boden für die Aufnahme einer grund- 
sätzlich von jener verschiedenen Lehre wohl vorbereitet, und unter 
dem Eindrucke der Hertzschen Entdeckungen konnte sich der 
Umschwung der Meinungen daher mit ungewöhnlicher Schnellig- 
keit vollziehen. 

So kam es, daß man heute der Maxwellschen Lehre überall 
das lebhafteste Interesse entgegenbringt. Nicht nur der Physiker 
von Fach, der Lehrer und der Studierende der Physik, sondern 
namentlich auch der wissenschaftlich gebildete Elektro- 
techniker sucht sich mit den Grundzügen dieser Theorie bekannt 
^su machen, in der man heute mit großer Wahrscheinlichkeit die 
bleibende Grundlage jeder physikalischen Forschung auf diesem 
Gebiete erblicken darf. 

Hiermit entstand auch das Bedürfnis nach einer möglichst 
allgemein verständlichen, dabei aber doch wissenschaftlich strengen 
Darstellung der MaxWellschen Theorie. Denn das Mazwellsche 
Originalwerk, das als Hauptquelle zur Verfügung stand ^^ stellt 
nicht nur ziemlich hohe Anforderungen an die mathematische Vor- 
bildung und vielfach auch an die Geduld des Lesers, sondern es 
enthält, wie ja den Umständen nach gar nicht anders zu erwarten, 
auch manche Lrrtümer, die inzwischen berichtigt sind, und es 
schlägt viele Umwege ein, die seitdem abgekürzt wurden. 

An mathematischen Vorkenntnissen setzte ich bei dem Leser, 
um mich an einen möglichst weiten Ereis wenden zu können, nur 
die sichere Beherrschung der Anfangsgründe der Differential- und 
Integralrechnung voraus. Ich hoffe mit Zuversicht, daß meine 
Darstellung keinem Leser, der mit diesen genügend vertraut ist, 
besondere Schwierigkeiten bereiten wird. Bei der mathematischen 
Fassung der vorgetragenen Lehren habe ich mich allerdings Überall 
der Bezeichnungen und Methoden des Vektorkalküls bedient; im 
ersten Abschnitte sind diese aber, soweit als sie gebraucht werden, 
in sehr einfacher und, wie ich unbedingt annehmen darf, auch 
Behr leicht verständlicher Weise erörtert. 

Ich empfehle dem Leser, zunächst den ersten Abschnitt durch- 
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zusehen: er wird dort vieles finden, was ihm ohne weiteres voll- 
kommen klar ist. Über das andere möge er zunächst hinweggehen 
und sofort mit dem Studium der folgenden Abschnitte beginnen. 
Bei Gelegenheit der Rückrerweisungen auf die im ersten Abschnitte 
entwickelten Bechengesetze wird er dann schon von selbst darauf 
gefELhrt werden, die vorher überschlagenen Entwickelungen auä 
ne^e in Erwägung zu ziehen und an der Hand der konkreten 
Anwendungen, die davon gemacht werden sollen» wird er sich 
mit weit leichterer Mühe darin zurechtfinden, als wenn die mathe- 
matischen Lehren losgelöst von diesen bewältigt werden müßten. 
Im Übrigen habe ich es mir zur Aufgabe gemacht, eine 
größere Häufung von Formeln (abgesehen natürlich von der mathe- 
matischen Einleitung) tunlichst zu vermeiden und lieber mehr 
Text zur Wiedergabe meines Gedankenganges zu verwenden. 
Dieses Bestreben hat natürlich seine Grenzen, die durch die Bück- 
sicht auf den präzisen Ausdruck gesteckt sind. Es wird aber 
ganz besonders unterstützt durch den Gebrauch der Vektoren- 
gleichungen, die in ihrer einfachen Gliederung fast wie abgekürzte 
Sätze des Textes gelesen werden können. 

In der Tat gewinnt die 'Behandlung der Elektrizitätslehre^ so 
ungemein an Klarheit und Durchsichtigkeit durch die Einführung 
der Vektorgrößen selbst an Stelle ihrer Komponenten^ daß es im 
ganzen entschieden weniger Anstrengung erfordern dürfte^ sich 
zuerst mit den wenigen Bechengesetzen, um die es sich dabei 
handelt, vertraut zu machen und dann noch die Elektrizitätslehre 
durchzunehmen, als wenn man diese allein mit Hilfe der gewohnten 
.Cartesischen Darstellungsmetbode studiert. Die auf das Studium 
der Vektoranalysis zu verwendende Mühe wird daher sofort durch 
einen entsprechenden Gewinn reichlich belohnt, und außerdem er- 
zielt man damit den dauernden Vorteil, sich mit jener analytischen 
Darstellungsform geometrischer Beziehungen vertraut zu machen, 
die zweifellos die mathematische Zeichensprache der Physik der 
Zukimft sein wird. 

Bei der Herausgabe dieses Buches befand ich mich in einer 
ähnlichen Lage wie etwa Weisbach, als seine Mechanik zum 
erstenmal erschien. Damals wußte man in den technischen 
Kreisen, für die sein Buch bestimmt war, noch wenig von der 
Differentialrechnung, und er zog es vor, lieber einen einleitenden 
Abschnitt darüber vorauszuschicken, als auf deren Anwendung zu 
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verzichten oder sich nur an solche Leser zu wenden, die schon 
damit vertraut waren. Heute ist dies nicht mehr nötig; hoffentlich 
dauert es aber nicht mehr gar zu lange, bis auch ein solcher ein* 
leitender Abschnitt über die Rechnung mit Vektoren ebenso ent« 
behrlich wird, und zwar auch bei uns in Deutschland, während es^ 
in England heute schon so ist. Das Land, das einen Graßmann 
hervorbrachte, sollte gegen das Geburtsland Hamiltons mit der 
Einführung dieser wichtigen Verbesserung in den mathematischen 
Hilfsmitteln der theoretischen Physik nicht länger zurückstehen. 

Am engsten schloß ich mich bei der Darstellung des Rechnens 
mit Vektoren, wie in vielen anderen Punkten, an das von 0. Heaviside 
in seinen Abhandlungen, die vor kurzem auch gesammelt im Buch«*^ 
handel erschienen sind, gegebene Muster an. Von den Arbeiten 
dieses Meisters ist meine Darstellung überhaupt mehr beeinflußt 
als von denen irgendeines anderen Physikers, mit Ausnahme von 
^Marwell selbst natürlich. Ich halte Heaviside für den hervor- 
ragendsten Nachfolger Maxwells nach der spekulativ -kritischen 
Seite hin, wie es der uns leider so früh entrissene Hertz zweifellos 
nach der experimentell-bestätigenden Seite hin war. 

Neuerdings bedienen sich die englischen Physiker, nach dem 
Vorgange von Heaviside, mit großem Vorteile fetter Lettern zur 
Kennzeichnung der Vektorgrößen. Ich nahm diesen wichtigen 
Vorteil gleichfalls wahr, bediente mich aber außerdem, so wie 
Maxwell selbst, der Frakturbuchstaben für die Vektoren. Ich 
halte es für einen Nachteil, daß man in England hiervon abgegangen 
ist, weil dieses Kennzeichen auch in der Handschrift bestehen 
bleibt, in der man mit fetten Lettern u. dgl. nicht operieren kann. 

Alle Betrachtungen, die mir schwieriger und dabei für die 
erste Einführung in die Theorie entbehrlich zu sein schienen, habe 
ich aus diesem Buche fortgelassen. Wenn sich die Erwartungen 
erfüllen, die ich an die Herausgabe des Buches knüpfe, wenn es 
also namentlich in weiteren Kreisen Verbreitung und Absatz, und 
wenn femer die von mir gewählte Behandlung den erhofften Beifall 
findet, beabsichtige ich, diesem Bande einen zweiten folgen zu lassen, 
der jene schwierigeren Teile behandeln soll. Es würde sich dabei 
nach meinem jetzigen Plane namentlich um die Behandlung der 
Vektorfunktionen (als Ergänzung des ersten Abschnittes) und 
der äolotropen Körper und um die tiefer eindringende Darstellung 
der Elektrodynamik bewegter Körper und der hier im letzten Ab«» 
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schnitte nur ganz kurz zusammengefaßten Lehren (namentlich der 
elektromagnetischen Wellen) handeln. 

Vor 11 Jahren kam ich, nachdem ich mich bis dahin aus- 
schließlich mit den technischen Wissenschaften beschäftigt hatte, 
zu Herrn Geheimrat Prof» Dr. G. Wiedemann mit dem Entschlüsse, 
diiß Elektrizitätslßhre eingehend zu studieren, und erbat mir seinen 
Eat über den dabei innezuhaltenden Plan. Dieser hervorragende 
Forscher, der mir seit jenem Tage ein überaus wohlwollender 
Lehrer, Förderer und Gönner war, wies mich schon bei meinem 
ersten Be3uche u. a. lebhaft auf die Maxwellschen Arbeiten hin. 
Zimächst freilich folgte ich ihm hierin nicht, es drängte mich mehr, 
in die Meisterarbeiten der deutschen Schule einzudringen, und erst 
nachdem ich hierbei die Überzeugung gewonnen hatte, daß auf 
diesem Wege kaum noch ein durchschlagender Fortschritt erhofft 
werden könne, war ich der Lehre des großen Briten zugänglicher 
geworden. 

Daß ich mich schließlich noch zur Bearbeitung dieses Buches 
jentschlpß, ist ganz wesentlich auf die Anregimgen zurückzufQhren, 
die niir im fortlaufenden Verkehre mit jenem bedeutenden Gelehrten, 
der mein Literesse der Maxwellschen Theorie stets von neuem 
wieder zulenkte, in reichem Maße zuteil wurden. Es möge mir 
daher gestattet sein, Herrn G. Wiedemann auch an dieser Stelle 
meinen herzlichsten Dank für das Literesse auszusprechen, das er 
yon Anfang an an mir und meinen Arbeiten nahm und das er 
oft genug durch die Tat zum Ausdrucke brachte. 

Der Verlagsbuchhandlung spreche ich meinen Dank und meine 
Anerkennung für die sorgfältige und gefällige Herstellung des 
Druckes aus. Schon in ihrem Interesse Ty^ünsche ich diesem Buche 
neben dem wissenschaftlichen — an dem mir natürlich am meisten 
gelegen ist — auch einen geschäftlichen Erfolg. 

Leipzig, im April 1894. 

A. Foppl. 
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Vorwort zur zweiten Auflage. 



Der Yom Verfasser der ersten Auflage ausgesprochene Wunsch 
hat sich erfüllt. Seine „Einführung in die Mazwellsche Theorie^ 
hat sich viele Freunde erworben und ist der Verbreitung der 
Maxwellschen Ideen in Deutschland recht förderlich gewesen. 

Die notwendig gewordene Neuauflage glaubte Herr Professor 
A. Föppl nicht selbst übernehmen zu sollen. Seine Tätigkeit auf 
dein Oebiete der technischen Mechanik hat ihn zu sehr von der 
Beschäftigung mit der Elektrizitätstheorie abgezogen; dieses war 
auch der Orund, daß der von ihm geplante zweite Teil des Werkes 
nicht erschienen ist. 

Der Aufforderung, die Bearbeitung der zweiten Auflage zu 
übernehmen, leistete ich gern Folge. Denn ich bin der Über- 
zeugung, daß ein Buch von der Eigenart des Föpplschen auch 
heute nicht entbehrlich ist. An dem weiteren Ausbau der Elektri- 
zitätstheorie selbst teilnehmend, hegte ich anderseits schon längst 
die Absicht, dieser Theorie «in die Fortschritte des letzten Jahr- 
zehntes umfassendes Werk zu widmen. Dem vorliegenden ersten 
Bande der „Theorie der Elektrizität^^, der gleichzeitig die 
umgearbeitete Neuauflage der „Einführung in die Maxwell sehe 
Theorie" darstellt, beabsichtige ich demgemäß einen zweiten Band 
folgen zu lassen, welcher die „Theorie der elektromag- 
netischen Strahlung" behandeln soll. Ihm ist die atomistische 
Weiterbildung der Maxwellschen Theorie vorbehalten, die zur 
Lorentzschen Elektronentheorie führt, ferner die ausführlichere imd 
strengere Theorie der Licht- und Wärmestrahlung^ der Hertzschen 
Schwingungen und der drahtlosen Telegraphie. Beide Bände zu- 
sammen sollen eine Übersicht über die wichtigsten Teile der 
modernen Theorie der Elektrizität geben. 

Die Orundvorstellungen der Maxwellschen Theorie sind heute 
wohl von allen produktiv arbeitenden Physikern angenonunen. 
Diese Vorstellungen bilden die Grundlage jeder Elektrizitäts- 
theorie. Der Kampf zwischen Nahewirkungstheorie und Fem- 
wirkungstheorie der Elektrodynamik ist entschieden. Heute steht 
eine andere Frage zur Diskussion, nämlich die, ob die Weiter- 
bildung und Spezialisierung der Nahewirkungstheorie, welche die 
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Elektronentheorie anstrebt, geeignet ist, ein aUseitig getreues Bild 
der Tatsachen zu geben. Ich habe geglaubt, die Erörterung dieser 
Frage dem zweiten Bande zuweisen zu sollen, und bin in dem vor- 
liegenden ersten Bande auf dem Maxwell-Hertzschen Standpunkte 
stehen geblieben. Ich bin in der Tat der Überzeugung, daß man, 
tun die Elektronentheorie gründlich zu studieren, zunächst die 
Maxwellsche Theorie kennen lernen muB. Das Verhältnis dieser 
beiden Theorien ist ein ähnliches, wie das der Molekulartheorie 
cmd der allgemeinen Mechanik. Die allgemeine Mechanik be- 
handelt die mechanischen Eigenschaften der Körper ohne Heran- 
ziehung molekularer Hypothesen. Sie schließt solche Hypothesen 
indessen keineswegs aus, sondern läßt deren nachträgliche Ein- 
f&hmng zu. Ähnlich läßt die Maxwellsche Theorie der atomisti- 
schen ViTeiterbildung freien Baum. Andererseits hat man, wenn 
man irgendeine Kraft ^ z. B. den Gasdruck, durch Bewegungen 
der Moleküle erklären will, diese Bewegungen nach den Methoden 
der allgemeinen Mechanik zu behandeln. Dementsprechend sind 
die Bewegungen der elektrischen Atome auf Orund der Feld- 
gleichungen der Maxwellschen Theorie zu bestinmien. Das Studium 
der Maxwellschen Theorie muß daher unbedingt dem Studium der 
Elektronentheorie vorangehen, ebenso wie das Studium der Mechanik 
dem der kinetischen Gastheorie. 

Die allgemeine Anlage des vorliegenden Bandes wurde in der 
Neuauflage beibehalten. Die Theorie der Vektoren und der Vektor- 
felder wurde auch hier an die Spitze gestellt; sie wurde durch 
Einfügung der Theorie des Vektorpotentiales, der Umrechnung auf 
bewegte Bezugssysteme u. a. ergänzt, so daß man nach der Lektüre 
des ersten Abschnittes über die Begriffe der Vektortheorie frei ver- 
fügen kann und Schwierigkeiten rein mathematischer Art weiter- 
hin dem Verständnis nicht begegnen. Auch sind in den ersten Ab- 
schnitt Sätze der Mechanik starrer Körper und der Hydrodynamik 
eingearbeitet worden, die in späteren Abschnitten des Werkes zur 
Verwendung gelangen. Sie dienen gleichzeitig zur Erläuterung der 
angewandten Symbolik, die durch ihre jede unnütze Weitschweifig- 
keit vermeidende Kürze der klaren Formulierung der physikaHdchen 
Begriffe so förderlich ist. 

Der zweite Abschnitt ist dem elektrischen Felde gewidmet. 
Im dritten Abschnitte treten die magnetischen Vektoren hinzu. 
Diese werden zuerst in Verbindung mit dön elektrischen Strömen 
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eingefülirt, der Vektor 8 der magnetischen Induktion wird durch 
die induktive Wirkung auf ßine Prpbespule definiert. So wird sein 
Name und seine quellenfreie Verteilung ohne weiteres verständlich. 
Vor der historisch überlieferten Anlehnung der Theorie des mag* 
netischen Feldes an die Wirkungen auf permanente Magnete be* 
sitzt diese Einfuhrung der magnetischen Vektoren den Vorzug, 
daß sie die Theorie auf gut verstandene Vorgänge gründet. Die 
an permanenten Magneten beobachteten Wirkungen sind weit 
weniger aufgeklärt, sie werden erst im vierten Abschnitte behandelt. 

Ich habe mich bemüht, die allgemeinen Gleichungen durch 
Anwendung auf konkrete, möglichst einfach gewählte Fälle zu er- 
läutern. So habe ich im dritten Abschnitte die Theorie der elek- 
trischen Besonanz und die Schwingungen gekoppelter Systeme her 
handelt; diese Dinge sind für die drahtlose Telegraphie von 
Interesse und bereiten die weitergehenden Entwickelungen des 
zweiten Bandes vor. Ferner findet man in diesem Abschnitte die 
Theorie der Versuche von E. Hagen und 0. Rubens über die 
Eeflexion langwelliger Wärmestrahlen durch Metalle, die eine so 
willkommene Bestätigung der Maxwellschen Feldgleichungen err 
geben haben. Auch den elektrischen Drahtwellen werden einige 
Paragraphen gewidmet 

Wo die Elektronentheorie zu einer Modifikation der Maxwell' 
Hertzschen Vorstellungen geführt hat, wird dieses angedeutet und 
so die Brücke zu den ausführlicheren Darlegungen des zweiten 
Bandes geschlagen. 

Von Quellenangaben mußte natürlich auch in der neuen Auf- 
lage im allgemeinen abgesehen werden. Man wird dieses um so 
eher entschuldigen, als in den betreffenden Artikeln der Enzy- 
klopädie der mathematischen Wissenschaften eine vollkommene Litera- 
turübersicht zur Verfügung steht. Ich habe mich nach Möglichkeit 
an die Schreibweise der Enzyklopädie angeschlossen; so habe ich 
z. B. die eckige Klammer als Zeichen des Vektorproduktes gewählt. 

Ich hoffe, daß diese Neuauflage dem Buche neue Freunde er- 
werben wird. Andererseits glaube ich doch, trotz der vorge- 
nommenen Umarbeitung, dem Werke die Eigenart gewahrt und so 
die alten Freunde erhalten zu haben. 

Cambridge, im Juli 1904. 

M. Abraham. 
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Vorwort zur dritten Auflage. 



Die ZaH der Physiker, Techniker und Mathematiker, welche 
der Maxwellschen Theorie Interesse entgegenbringen, wächst von 
Jahr zu Jahr; so wurde denn bereits nach kurzer Frist wiederum 
eine neue Auflage der „Einflihrung in die Maxwellsche Theorie^' 
notwendig. 

Den Bahmen dieses Bandes zu erweitem, erschien mir nicht 
notwendig. Doch wurden hier und da Änderungen in der An- 
ordnimg des Stoffes und im Texte angebracht, in der Absicht, die 
Lektüre des Buches möglichst zu erleichtem. In dieser Hinsicht 
bin ich insbesondere den Herrn Dr. C. H. Müller und Privatdozent 
Dr. C. Carotheodory, die mich beim Lesen der Korrekturen in 
liebenswürdiger Weise unterstützt haben, für ihre Batschläge zu 
Dank verpflichtet. 

Am Schlüsse dieses Bandes ist in der neuen Auflage ein 
besonderes Begister beigefugt. 

Göttingen, im Juli 1907. 

M. Abraham. 
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Einleitung. 



Die Theorie der elektrischen nnd magnetischen Er- 
scheinungen gründete sich bis zum Auftreten Maxwells auf 
die Vorstellung von Fernwirkungen zwischen elektrisierten, 
magnetisierten oder von elektrischen Strömen durchflossenen 
Körpern. Nur die Anschauungen Faradajs wichen in dieser 
Hinsicht von denen aller anderen Physiker ab. Faraday war 
aber nicht genug Mathematiker, um seiner Auffassung eine 
nach allen Seiten erschöpfende und widerspruchsfreie Form zu 
geben, die sie zum Bange einer Theorie erhoben hätte; obschon 
auch seine Art, die elektrischen Erscheinungen aufzufassen und 
zu beschreiben, eine mathematische war, ohne daß er sich der 
gewöhnlichen mathematischen Zeichensprache bedient hätte. 
Erst Maxwell gelang dies und er schuf, indeni er die Ideen 
Faradays in strenge mathematische Formen brachte, ein Lehr- 
gebäude, das schon in der Anlage von der Femwirkungs- 
theorie wesentlich verschieden war, bei seinem weiteren Aus- 
bau aber sich immer weiter von dieser entfernte. 

Die Entdeckungen von Heinrich Hertz erbrachten den 
Nachweis, daß sich in der Tat im Dielektrikum, insbesondere 
im luftleeren Baume, elektromagnetische Vorgänge abspielen. 
Seitdem sind die Grundvorstellungen der MaxweUschen Theorie 
wohl von allen Physikern angenommen worden. Welches sind 
nun die wesentlichen Kennzeichen, welche die MaxweUsche 
Nahewirkungstheorie von den Fernwirkungstheorien trennen? 

Als wesentliche Grundgedanken der MaxweUschen Lehre 
werden wir die folgenden zu betrachten haben: 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. 3. Aufl. 1 
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1. Die Vorstellung, daß alle elektrischen und magnetischen 
Einwirkungen eines Körpers auf einen von ihm getrennten 
anderen Körper durch die Vermittelung des dazwischen- 
liegenden leeren oder von Materie erfüllten Baumes erfolgen. 

2. Daß der Sitz der elektrischen bzw. magnetischen Energie 
nicht allein in den elektrisierten, magnetisierten oder 
elektrisch durchströmten Körpern zu suchen ist, sondern 
auch, und viel&ch überwiegend, in dem umgebenden Felde. 

3. Daß der elektrische Strom in einer ungeschlossenen 
Leitungsbahn durch einen im Dielektrikum anzunehmenden 
,,Verschiebung8strpm^' zu einer geschlossenen Strömung 
ergänzt wird, und daß dieser Verschiebungsstrom in 
dersiftlben Weise mit der magnetischen Feldstärke ver- 
knüpft ist, wie der Leitungsstrom. 

4. Daß der magnetische Induktionsfluß keine Quellen besitzt, 
oder mit anderen Worten, daß nirgend» wahrer Magnetismus 
auftreten kann. 

5. Daß die Lichtwellen elektromagnetische Wellen sind. 

6. Die Betonung der Analogie der mechanischen und der 
elektromagnetischen Vorgänge, die in der Ableitung der 
elektromagnetischen Gleichungen aus denGrundgleichimgen 
der Mechanik, etwa den Lagrangeschen, ihren Ausdruck 
findet. 

7. Die Darstellung der Grundgesetze des Elektromagnetismus 
durch Gleichungen zwischen Vektoren. 

Der zuletzt angeführte Punkt bezieht sich in gewissem 
Sinne nur auf eine Äußerlichkeit; trotzdem ist seine Bedeutung 
nicht zu unterschätzen. Maxwell selbst hat die Darstellung 
der Gleichungen nach der Quatemionentheorie nur mehr 
nebenbei gegeben; in der Hauptsache bedient er sich der 
Cartesischen Darstellungsweise. In dieser läßt sich aber weit 
schwieriger eine Übersicht über den Zusammenhalt aller 
Formeln gewinnen. Diese wird durch Verwendung der Vektor- 
rechnung sehr erleichtert. Die Mühe, die es kostet, sich mit 
dieser vertraut zu machen, wird durch die Vorteile, die sich 
daraus ergeben, reichlich aufgewogen. Es ist in der Tat die 
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einzige Methode^ die sich den Erfordernissen der Aufgabe 
willig anpaßt^ wenn es sich darum handelt, di^ Faradajsche 
Idee des Eraftflusses möglichst getreu wiederzugeben. Wir 
stellen daher die Theorie der Vektoren und der Vektorfelder 
an die Spitze des Werkes. Die gegebene Darstellungsweise 
ist als ein Kompromiß der Graßmannschen Ausdehnungslehre 
imd der Hamiltonschen Quatemionentheorie zu bezeichnen; 
sie ist von 0. Heaviside und W. Gibbs befürwortet worden 
und wird jetzt von nahezu allen auf dem Gebiete der Elektro- 
dynamik arbeitenden Forschem angewandt. Dieser Darstellungs- 
methode, die auch in der Mechanik starrer Körper und in der 
Hydrodynamik von Nutzen ist, werden wir uns in den folgen- 
den Abschnitten durchweg bedienen. 
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Erster Abschnitt. 

Vektoren und Vektorfelder. 



Erstes Kapitel. 
Die Tektoren. 

§ 1. Definition des Vektors. 

unter den Größen^ die zur mathematisclien Darstellung 
geometrischer Gebilde oder physikalischer Zustande und Vor- 
gänge dienen^ zeichnen sich durch ihre Einfachheit die so- 
genannten Skalaren aus. Eine Größe wird Skalar genannt^ 
wenn die Gesamtheit der verschiedenen Werte, die sie annehmen 
kann, in stetiger, umkehrbar eindeutiger Weise einer Reihe 
reeller Zahlen zuzuordnen ist. Die Forderung der umkehrbar 
eindeutigen Zuordnung besagt, daß nach Festsetzung der Maß- 
einheit die Gleichheit zweier Werte der Größe an der Gleich- 
heit der Maßzahlen, die Forderung der Stetigkeit, daß die 
näherungsweise Gleichheit der Werte an der näherungsweisen 
Gleichheit der Maßzahlen erkennbar sein soll. Es gibt Skalaren, 
z. B. Masse, Volumen, Dichte, deren Maßzahlen stets positiv 
sind; andere, z. B. Potential, Elektrizitätsmenge, sind sowohl 
positiver, wie negativer Werte fähig. 

In manchen Zweigen der Wissenschaft pflegt man die 
Maßeinheiten auf die drei Grundeinheiten der Länge, Masse 
und Zeit zu beziehen; die Dimension einer Größe in einem 
solchen „absoluten Maßsystem" drückt die Maßeinheit durch 
die Grundeinheiten aus. Ob man nun jene drei Grundeinheiten, 
oder andere dem Dimensionssjstem zugrunde legt, darüber 
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mag zunächst keine Festsetzung getroffen werden. Jedenfalls 
müssen in einer Gleichung stets die beiderseits stehendto 
Größen nicht nur der Maßzahl^ sondern auch der Dimension 
nach gleich sein; Verschiedenheit der Dimension würde näm- 
lich bedingen, daß bei einer Änderung der Grundi^inheiteh die 
Gleichheit der Maßzahlen fortfiele. 

Es gibt geometrische und physikalische Größen, die nicht 
zur Klasse der Skalaren gehören. So ist die Gesamtheit der 
geradlinigen Verrückungen, die einen beweglichen Punkt aus 
einer bestimmten Anfangslage in eine beliebige Endlage über- 
führen, keineswegs in umkehrbar eindeutiger und stetiger 
Weise einer Reihe reeller 2iahlen zuzuordnen; zur eindeutigen 
Festlegung der Endlage sind vielmehr drei Zahlangaben not- 
wendig; denn eine Zahlangabe ist erforderlich, um den Betrag 
der Verrückunir zu bestimmen, d. h. den Abstand von Anfan&cs- 
läge und EnZge, zwei weitet znr BeBtimmung der Richt^- 
Die Verrückung eines Punktes repräsentiert eine Klasse von 
Größen, die man als Vektoren bezeichnet. 

Wir nennen eine physikalische Größe einen 
Vektor, wenn die Gesamtheit der verschiedenen 
Werte, die sie annehmen kann, in umkehrbar ein- 
deutiger und stetiger Weise der Gesamtheit der 
geradlinigen Verrückungen zuzuordnen ist, welche 
einen Punkt aus einer festen Anfangslage in eine 
beliebige Endlage überführen. Die an einem materieUeh 
Punkte angreifende Kraft ist ein Beispiel eines Vektors; in 
der Tat betrachtet man zwei Kräfte dann und nur dann als 
physikaUsch gleichwertig, wenn sie dem Beträge und der 
Richtung nach übereinstimmen. Andere Vektoren sind Ge- 
schwindigkeit, Beschleunigung, elektrische und magnetische 
Feldstärke. 

Jediem Vektor kommt eine bestimmte Dimension zu; zwei 
Vektoren werden als gleich nur dann zu bezeichnen sein, 
wenn nicht nur die repräsentierenden Verrückungen, sondern 
auch die Dimensionen gleich sind. 

Jedem Vektor kann ein Skalar zugeordnet werden, der 
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dem Betrage der repräsentierenden Yerrückimg entspricht. 
Wir nennen diesen Skalar >;Betrag des Vektors^ und 
schreiben ihm die Dimension des Vektors selbst zu. 

Zur Kennzeichnung der Vektoren sind in dieser Schrift 
ein för aUemal fett gedruckte gotische Buchstaben angewendet, 
während die lateinischen und griechischen Lettern zur Be- 
zeichnung Yön Skalaren dienen. So bezeichnet 8 einen Vektor; 
sein Betrag wird durch | 8 | dargestellt. 




§ 2. Addition und Subtraktion von Vektoren. 

Die Regeln der Vektoraddition gewinnen wir durch Zu- 
sammensetzung geradliniger Verrückungen. Dabei mögen solche 
Verrückungen als gleichwertig betrachtet, d. h. einem und 

demselben Werte des darzustellenden Vektors 
zugeordnet werden, die nach Richtung und 
Betrag übereinstimmen^ wenn sie auch von 
verschiedenen Punkten des Raumes ausgehen. 
Diese Festsetzung ermöglicht es, zw^i Ver- 
rückungen 9t, 8 aneinander zu fügen; infolge 
der Verrückung K gelangt der bewegliche Punkt 
von 1 nach 2, infolge der Verrückung 8 von 
2 nach 3. Die geradlinige Verrückung (&, die 
direkt von 1 nach 3 führt, definiert die geo- 
metrische Summe oder Resultierende der Verrückungen 9t 
und 8: 
(1) « = 9t + 8. (Abb. 1.) 

Führt man zuerst die Verrückung 8 und darauf die Ver- 
rückui^ 9t aus, so beschreibt der bewegliche Punkt den Weg 

(1 4 3), welcher den Weg (1 2 3) 
zu einem Parallelogramm ergänzt; 
die Resultierende der Verrückungen 8 
und 9t wird demnach, ebenso wie 
diejenige der Verrückungen 9t und 8, 
durch die Diagonale (1, 3) jenes 
Parallelogramms daigestellt (vgl. Abb. 2). Es befolgt daher 
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die Yektoraddition das kommutative Gesetz: Die geo- 
metrische Summe zweier Vektoren ist unabhängig Yon der 
Reihenfolge der Summanden: 

(2) « + «„« + «. 

Wenn wir in der soeben erklärten Weise die Vektoren 
durch Zusammensetzung der sie repräsentierenden Verrückungen 
addieren, so folgt ohne weiteres die Gültigkeit des assozia- 
tiven Gesetzes der Vektoraddition: 

(3) (« + «) + ft „ a + (« + ft). 

Welche Bedeutung soll nun der geometrischen Diffe- 
renz zweier Vektoren 9t und 8 beigelegt werden? Die 
Differenz soll so definiert werden , daß für Vektoren , ebenso 
wie für Skalare, die Beziehung gilt: 

<4) «-«-0. 

Demgemäß ordnet man dem Vektor — 8 eine Verrückung 
zu, welche die Verrückung B aufhebt, indem sie den beweg- 
lichen Punkt zur Anfangslage zurückfuhrt, d. h. eine Verrückung 
von gleichem Betrage, wie SB, aber von entgegengesetzter 
Richtung. Unter der geometrischen Differenz der Vektoren 9t 
und 8 jedoch versteht man die geometrische Summe der 
Vektoren 9t und —8, und definiert dementsprechend die 
Vektorsubtraktion folgendermaßen: Von einem Vektor 9t 
wird ein Vektor 8 subtrahiert, indem man zu 9t einen 
Vektor von gleichem Betrage, wie 8, aber von ent- 
gegengesetzter Richtung, addiert. 

In dem Parallelogramm der Abb. 2 stellt die Diagonale (1 3) 
die geometrische Summe 9t + 8, die Diagonale (4 2) die 
geometrische Differenz 9t - 8 vor. 

Die vorstehend entwickelten Regeln der Addition imd 
Subtraktion von Vektoren stimmen formal mit den Gesetzen 
der gewöhnlichen Algebra überein. 

§ 3. Einheitsvektoren und Orundvektoren. 

Wie für die Addition und Subtraktion von Vektoren, so 
nehmen wir auch für die Multiplikation von Vektoren mit 
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Skalaren die Reehnungsregeln der gewöhnliclien Algebra als 
gültig an; so gilt beispielsweise die Oleichnng 

a + a + a»3«. 

Allgemein verstehen wir unter dem Produkte aus einem 
Vektor 9t und eineüi Skalar m einen Vektor vom Betrage w • | Ä |, 
dessen Richtung durch diejenige von 9t bestimmt ist. 

Als ^Einheitsvektor^ bezeichnet man einen Vektor 
vom Betrage 1. Vermöge der Beziehung 

(5) « = |«|.t, 

kann man durch einen festen Einheitsvektor t^ alle diejenigen 
Vektoren 9t ausdrücken ^ welche der Richtung nach mit t^^ 
übereinstimmen. 

Da wir in § 1 übereingekommen waren ^ dem Betrage 
eines Vektors stets die Dimension des Vektors selbst zu- 
zuschreiben^ so kommt Einheitsvektoren stets die Dimension 
NuU zu. 

Wie durch Gl. (5) alle Vektoren von übereinstimmender 
Richtung auf einen festen Einheitsvektor zu beziehen sind^ so 
kann man auch Vektoren beliebiger Richtung und beliebigen 
Betrages auf feste Einheitsvektoren beziehen. Dazu bedarf es 
jedoch dreier nicht in einer Ebene liegender Einheitsvektoren. 
Wir wählen drei wechselseitig aufeinander senkrechte Ein- 
heitsvektoren i, I, 1 als „Grundvektoren"; ihre Richtungen 
mögen mit den Achsen eines cartesischen Koordinatensystems 
zusammenfallen. 

Bekanntlich gibt es zwei Arten von Achsensystemen x, y, z^ 
die man als Rechtssysteme und Linkssysteme unterscheidet; 
alle Rechtssysteme lassen sich miteinander zur Deckung bringen 
und ebenso alle Linkssysteme miteinander ^ aber nicht die 
Rechtssysteme mit den Linkssystemen. Durch Spiegelung an 
einer der Eoordinatenebenen entsteht aus einem Rechtssystem 
ein Linkssystem y aus einem Linkssystem ein Rechtssystem. 
Auch durch Spiegelung am Anfangspunkt der Koordinaten 
(Umkehrung der drei Achsenrichtungen) wird aus einem Rechts- 
system ein Linkssystem y aus einem Linkssystem ein Rechts- 
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System. Wir werden und weiterhin stets des Ton Maxwell 
(und den englischen Gelehrten überhaupt) gewählten Rechtä- 
systemes bedienen. 

Durch Abbildung 3 wird dieses in axonometrischer 
Zeichnung zur Darstellung gebracht. Die ^r^j^-Achsen, in die 
zugleich die Grund- 
vektoren i, 1, 1 fallen, 
folgen so aufeinan- 
der, daß eine Drehung 
aus der or-Richtung 
in die y - Richtung, 
verbunden mit einer 
fortschreitenden Be- 
wegung in der z- 
Richtung, zu einer 

rechtsgängigen 
Schraube führt; die 

icy^ef-Richtungen 
eines Rechtssystemes ^ 
können durch Dau- 
men, Zeigefinger und 
Mittelfinger der rechten Hand angezeigt werden. 

Um den Vektor ü auf die drei Grundvektoren zu bor 
ziehen, projiziere man (Abb. 3) zunächst den Vektor ü auf 
die rry-Ebene und die Projektion wiederum auf die a;-Achse 
und die ^-Achse. Schreitet man längs der o^-Achse um die 
Strecke x, sodann parallel der j^- Achse um y, endlich parallel 
der j9- Achse um fort, so gelangt man zum Endpunkte de<^ 
Vektors a. 

Demgemäß ist a als geometrische Summe dreier den 
Grundvektoren i | f paralleler Vektoren darzustellen: 




Abb. 8. 



(6) 



ü^' XX + yi + t 



Die skalaren Größen x, y^ sind die Koordinaten des 
Endpunktes von a; sie messen die Länge der Projektionen der 
Verrückung a auf die Koordinatenachsen. Man bezeichnet 
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jdiese Großen als ^^Eompoiienteii^^ des Vektors a. Um die 
Yerknüpfung mit dem Vektor selbst kenntlich zu machen^ 
schreiben wir weiterhin die Komponenten: . 

»x> ^y; ^$f 

4- ■ ■■ ■ ' '■ 

so daß (6) zu ersetzen ist durch 

(6a) ii-ii^i + iiyi + ii.t 

Damit ist die Zerlegung des Vektors a in drei den Grund- 
Tektoren \y \j t parallele Teilvektoren^ deren Betrag und Sinn 
durch Betrag und Vorzeichen der Komponenten bestimmt ist^ 
ausgeführt; diese Zerlegung ist eine eindeutige; ist mimlich a 
gegeben, so sind die Komponenten eindeutig bestimmt durch 
die Gleichungen 

(7) a^ = |ii|cos(tt,a;), tty-|tt|cos(a, y), «, =-|tt|cos («,4 

Umgekehrt ist durch Angabe der drei Komponenten 
der Vektor a eindeutig festgelegt als Diagonale des recht- 
winkligen Parallelepipeds^ dessen Kanten die Vektoren a^i, 
ttyj; a^t sind; sein Betrag ist 



seine Richtung bestimmen die Gleichungen (7). 

Die Komponenten der geometrischen Summe zweier 
Vektoren tC und 9 erhalt man, indem man die Komponenten 
Ton K und 83 algebraisch summiert; ist & »» 9C + 9^^ so ist 
6^ = Ä^p + 8<p usf Das leuchtet sofort ein, wenn man die 
Verrückungen, welche den Vektoren K und 8 entsprechen, 
gemäß § 2 aneinander reiht und dabei die Projektion des 
beweglichen Punktes auf die a;-Achse verfolgt. 

Es gilt sogar der allgemeinere Satz: Die Komponente 
der geometrischen Summe einer beliebigen Zahl von 
Vektoren nach irgendeiner festen Richtung ist gleich 
der algebraischen Summe der Komponenten der ein- 
2€flnen Vektoren nach dieser Richtung. 

Dieser Satz gestattet es, die Komponenten eines Vektors a 
auf neue Achsensysteme umzurechnen. Es sei i'f f ein neues 
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System tod GtandTektoren; dasselbe sei mit dem ursprüng- 
lidien 'Systeme durch die Oleiehangen verknOpft 



(8) 



i'-fti + W + fti 
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Die Koeffizienten des äleicliimgssystemes (8) sind die 
Kosinus der Winkel, weldie die neuen Achsen x', y', e mit 
den alten x,y,z einschließen; diese 9 Kichtungskosinus sind in 
der beigefügten Tabelle zusammengestellt. Es seien o^, n^,, B^ 
die Eomponentea von n, bezogen auf die neuen Achsen; sie 
werden erhalten, indem man die Vektoren B,i, a ), a,t einzeln 
auf die neuen Achsen x', i/, z projiziert und die entsprechenden 
Komponenten addiert, 

0^ = c, n^ + «, B^ + 0^ fl,, 

Zerlegt man anderseits a in die Vektoren B^l', ß^j', tt^f und 
addiert die Projektionen auf die alten Achsen x, y, z, so er- 
hält man' 

(9a) ^ = "s'>,' +AB^ + y,B^, 

]ßie 9 Richtongskosinus, die in diesen Formeln auftreten, Bind 
natOrlich nicht unablwngig voneinander (vgl. § 6). 



§ 4. DUTerentUerang nach einer akalaren Tez&nderliohen. 

Der Differentialquotient j- eines Vektors r nach einer 

skalaren Varisbeln s ist definiert als Ast Qrenzwert, dem der 
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Differenzenquotient -j- zustrebt, wenn der Zuwachs ^s der 

unabhängigen Veränderlichen yerschwindend klein wird; dabei 
ist die Differenz ^dt zweier, den Werten s und s + Js der 
Unabhängigen entsprechender Werte des Vektors in dem Sinne 
zu verstehen, der im Torigen Paragraphen erklärt wurde. 

Als Beispiel betrachten wir eine beliebige Raumkurve 
(Abb. 4); X bezeichne den von einem festen Punkte nach 
einem beliebigen Eurrenpunkte gezogenen Badiusrektor, s die 
Länge des von einem bestinmiten Punkte P an gerechneten 

Bogens. Der Zuwachs Jx ist gleich der 
Sehne, die zu dem Bogen Js gehört. In 
der Grenze ist ^t ein Vektor, der tangen- 
tiell zur Kurve gerichtet ist und dessen Be- 
trag gleich ^5 ist. 
Es ist daher 

(10) t-^ 

^^^ ^ ein Einheitsvektor, der die Richtung der Tan- 

gente in dem betreffenden Eurvenpunkte anzeigt. 
Welches ist nun die Bedeutung des zweiten Differential- 
quotienten j-j— "-5^? Der Vektor — liegt in der durch zwei 

(18 CL8 dS 

benachbarte Tangentenrichtungen t^ und t^ + dli gelegten 
Ebene, d. h. in der Schmiegungsebene der Eurve. * Da der 
Betrag von i^ stets gleich 1 ist, so bewegt sich beim Forir 
schreiten längs der Eurve der Endpunkt von t^, wenn man 
diesen Vektor von einem festen Punkte aus aufträgt, auf 
einer Eugel vom Radius 1; mithin steht der Vektor di^ senk- 
recht auf t^; seine Richtung weist parallel der vom Eurven- 
punkte nach dem Erümmungsmittelpunkte hin gezogenen 
Hauptnormalen. Der Betrag von di^ ist gleich dem Be- 
trage von tj mal dem von zwei benachbarten Hauptnormalen 
eingeschlossenen Eontingenzwinkel d(py also einfach gleich 

dtp. Folglich ist der Betrag von -^ gleich -^ ^ -^j wo iJ 

den Erümmungsradius der Eurve angibt. Bezeichnet tti einen 
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nach dem Erümmungsmittelpunkte hin weisenden Einheits- 
Tektor^ so ist . 

^^^^ d8* da B 

tu setzen. 

In den vorangehenden Paragraphen haben wir die Addition 

nnd Subtraktion von Vektoren, sowie deren Multiplikation 

mit Skalaren so erklärt, daß für alle diese Operationen die 

Bechnungsregeln der gewöhnlichen Algebra gelten. Nun ist 

die Differentiation nach einer skalaren Veränderlichen, wie 

soeben erläutert wurde, durch einen Grenzprozeß aus diesen 

Operationen abgeleitet. Auf die Differentiation nach einer 

skalaren Veränderlichen sind also, auch wenn Vektoren differen- 

ziiert werden, die Bechnungsregeln der Differentialrechnung 

anzuwenden. So gilt z. B. für den Differentialquotienten des 

Produktes aui^ dem Vektor n imd dem Skalar p die Regel: 

Ist die unabhängige Veränderliche s als Funktion einer 
anderen skalaren Veränderlichen t anzusehen, so gilt allgemein 

/^Q\ dtL dti ds 

^^^^ di'^'ds' ~dt' 

Ein Beispiel hierfür bietet die Bewegung eines Punktes 
läfUgs einer Baumkurve, wenn statt der Bogen^.nge s die Zeit t 
als unabhängige eingeführt wird. Der erste Differentialquotient 
des Vektors t nach der Zeit 

rt A\ te dt dt ds . ds 

^^^) ^^di^dl'dt^^'dt 

definiert den Geschwindigkeitsvektor des bewegten Punktes. 

Er weist parallel der Tangente der Bahn, sein Betrag ist 
1 ' -1 ds 

gleich^. 

Nochmaliges Differentiieren nach der Zeit ergibt, imter 
Berücksichtigung der Begeln (12) und (13), den Beschleuni- 
gungsvektor: 

dt^ d*t di^ /ds\^ . . d*s 



dt dt^ ds \dt ^ ^ dt 



(£)+•. 
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oder nach Gleicbttng (11) 

("•) H-«. 3 (!?)' + <.£'■ 

Diese Gleichung stellt den BeschleunigungsTektor als geo- 
metrische Summe zweier Vektoren dar; der erste ist parallel 
der Hauptnormalen der Bahnkurve gerichtet und seinem Be- 
trage nach gleich dem Quadrate der Geschwindigkeit, dividiert 
durch den Krümmungsradius; der zweite weist parallel der 
Bahntangente, sein Betrag ist gleich der zeitlichen Änderung 
des Betrages der Geschwindigkeit. Diese Zerlegung der Be- 
schleunigung in Tangentialbeschleunigung und Normal- 
beschleunigung ergibt sich durch Vektorrechnung in überaus 
einfacher Weise. 

§ 5. Das innere (skalare) Produkt. 

Die Bewegungsgleichung eines freien materiellen Punktes 
von der Masse m lautet 

(15) «»S-«-2'«*- 

Der Vektor ft stellt die Resultierende aller an dem be- 
weglichen Punkte angreifenden EjiLfte dar. Der Satz vom 
Kräfteparallelogramm besagt, daß die Zusammensetzung der 
einzelnen Kräfte nach den Regeln der Vektoraddition zu ge- 
schehen hat Dieser Satz ist natürlich a priori ebensowenig 
durch Vektorrechnung wie durch gewöhnliche Analysis und 
Algebra beweisbar, er ist ein Er&hrungssatz. 

Nach Gleichung (14 a) ist 

^ dt* ~ ** 
die tangentieUe Komponente der Kraft St. Wir multiplizieren 

mit V*, Sietten - m C^A « 1 für die lebendige Kraft des 

materiellen Punktes und erhalten 

(16) •'^f-Ä,.^;=|«l. »IcosC«,.). 
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Hier steht links die zeitliche Zimahme der lebendigen 
Kraft; rechts die pro Zeiteinheit von äer Kraft St geleistete 
Arbeit; beides sind skalare Größen. 

Wir bezeichnen nun das rechts stehende Produkt aus den 
Beträgen der Vektoren ft und b und dem Kosinus des ein- 
geschlossenen Winkels 

(17) Äli = |Ä I • I U |-cos(ftl>) 

als skalare s oder (nach Graßmann) inneres Produkt der 
beiden Vektoren und übertragen ditöe Bezeichnung auf be- 
liebige andere Vektoren. 

Der Kosinus des Winkels zwischen den Richtungen der 
beiden Vektoren wird + 1, wenn die beiden Vektoren gleich 
gerichtet; — 1, wenn sie entgegengesetzt gerichtet sind; er 
wird Null, wenn sie einen rechten Winkel einschließen. Wendet 
man dies auf die Grundvektoren i, j, t an, so erhält man 

(18) ii = |f_n = o, 

hingegen 

(19) ii = ii=H=l. 

Das skalare Produkt bleibt, nach der Definitionsgleichung (17), 
ungeändert, wenn man die Reihenfolge der Faktoren vertauscht. 
Die innere Multiplikation zweier Vektoren befolgt 
das kommutative Gesetz. Man kann das skalare Produkt (17) 
zweier Vektoren St und t auch auffassen als algebraisches 
Produkt aus dem Betrage des einen Vektors (etwa U), und aus 
der nach dessen Richtung genommenen Komponente des anderen 
Vektors (Ä). Aus dieser Deutung folgt sofort das distribu- 
tive Gesetz der skalaren Multiplikation: 



n n 



(20) • li2«»-2»«*- 

Ä=l Ä— 1 

Es ist nämlich nach einem bereits in § 2 benutzten Satze 
die nach irgendeiner Richtung genommene Komponente der 
geometrischen Summe der Vektoren ftj^ gleich der algebraischen 
Summe der nach dieser Richtung genommenen Komponenten 
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der Vektoren ft^^. Werden, wie oben, die Vektoren ftf, als 
Kräfte, ti als Geschwindigkeit angesehen, so besagt (20): Die 
Arbeit der resultierenden Eraft ist gleich der algebraischen 
Summe der Arbeiten der einzelnen Kräfte. 

Aus der Gültigkeit des kommutativen und des distribu- 
tiven Gesetzes ergeben sich für die innere Multiplikation die 
Rechnungsregeln der gewöhnlichen Algebra. So gilt z. B.: 

(21) (a + i) (c + b) = ac + 6c + ab + ib. 

Drückt man die beiden Faktoren 9C und 9 des skalaren 
Produktes durch die Grundvektoren i, |, t aus, so erhält man: 

«» = («.i + «,i + «.!) (»,i + »,i + ».f). 

Wenn man die rechte Seite nach den gewöhnlichen Multipli- 
kationsregeln ausrechnet und (18) und (19) berücksichtigt, 
m. folgt 

(22) «8 « «,», + «^», + «.»„ 

eine Formel, die gemäß der Definition des skalaren Produktes 
und der Gleichung (7) in die bekannte Formel der analytischen 
Geometrie 

(22a) cos (ÄS) = cos (Äa?) cos (9x) + cos (Äy) cos (8y) + 

+ cos (Ä0) cos (ßz) 

übergeht. 

Eine andere, einfache Anwendung des skalaren Produktes 
mag das Parallelogramm der Abb. 2 betreffen, dessen Seiten 
die Vektoren Ä, 8, dessen Diagonalen die Vektoren Ä + 8 
Ä — • 8 darstellen. Es ist 

(« + »)' = «* + 2«» + »^ 
(«~ö)2 = ««-2«» + »^ 
Durch Addition der beiden Gleichungen erhalten wir 

(« + »)* + (« - »)« = 2«« + 2»2. 

Da nach (Gl. 7a) allgemein das Quadrat eines Vektors gleich dem 
Quadrate seines Betrages ist, so haben wir den Satz bewiesen, daß 
die Summe der Quadrate über den Diagonalen eines Parallelo- 
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^ammes gleich der Summe der Quadrate über allen yi^r 
Seiten ist. Ferner gilt 

(« + »)*-(«-»)' = 4«», 

•d. h. das skalare Produkt aus den Seiten eines Parallelogrammes 
ist gleich dem vierten Teile von der Differenz der Quadrate 
der Diagonalen. 

Will man das innere Produkt zweier Vektoren tC, 8 nach 
der gemeinsamen unabhängigen Veränderlichen t differentiieren^ 
80 hat man den Grenzwert zu berechnen, dem der Quotient 

Jt 

mit verschwindendem z/ 1 zustrebt. Die Anwendung der Mul- 
tiplikationsregeln ergibt 

v23) -57- = *"!<■ + "dF* 

Es gilt demnach für die Differentiation des sl^alaren 
Produktes zweier Vektoren nach einer skalaren Veränderlichen 
die bekannte Differentiationsregel. 

§ 6. Das äußere Produkt oder* Vektorprodukt. 

Die Verrückungen fC^ fß bestimmen ein Parallelogramm 
(Abb. 5). Mit Graßmaun nennen wir dasselbe ^^äußeres Pro- 
dukt" der beiden Verrückungen und schreiben es [Ä8], in- 
dem wir die beiden Vektoren in 
eckige Klammern einschließen. Der 
Flächeninhalt des Parallelo- 
grammes beträgt 

I « I . I » I . sin («, »), 

seine Ebenenstellung ist durch 
die Richtungen, sein Umlaufs- Abb. 5. 

sinn durch die Reihenfolge der 

Vektoren Ä, 8 festgelegt. Da wir Verrückungen als gleich- 
wertig betrachten, falls sie nach Betrag und Richtung über- 
einstimmen, auch dann^ wenn sie von yerschiedenen Anfangslagen 

Abraham, Theorie der Elektiisität. L S. Aufl. 2 




liB Enter Abschnitt. Vektoren und Vektorfelder. § 6 

ftusgehen^ so gelten zwei derartige ParaUelogramme als gleich- 
wertige wenn sie von beliebigen Punkten des Ranmes ans in zwei 
parallelen Ebenen konstruiert sind. Wir wollen sie sogar auch 
dann noch als gleichwertig betrachten^ wenn ihre Seitenlangen 
verschieden sind und sie nur nach Flächeninhalt^ Ebenenstellnng 
und Umlaufssinn übereinstimmen. Femer ordnen wir allen 
gleichwertigen Parallelogrammen eine einzige Yerrückung zu 
durch folgende Festsetzung: der Betrag der Yerrückung soll 
numerisch gleich dem Flächeninhalte des Parallelogramms sein, 
seine Richtung soll senkrecht zu der Ebene des Parallelo- 
gramms stehen ; und dessen Umlaufssinne so zugeordnet sein, 
wie bei einer rechts^ngigen Schraube die Fortschreitungs- 
richtung dem Umlaufssinne zugeordnet ist. Es entsprechen 
also zwei gleichwertige Parallelogramme einer und derselben 
Verrückung, zwei verschiedenwertige entsprechen verschiedenen 
Yerrückungen, umgekehrt ist durch Angabe der repmsentieren- 
den Verrückimg das Parallelogramm nach Betrag, Ebenenstellimg 
und Umlaufssinn festgelegt, und zwar ändern sich diese Be- 
stimmungsstücke in stetiger Weise mit Betrag und Richtung 
der Verrückung. 

Nach der von uns zugrunde gelegten Definition des Vek- 
tors (§ 1) ist das so erklärte äußere Produkt zweier Vek- 
toren selbst ein Vektor; es wird daher vielfach auch 
„vektorielles Produkt" oder „Vektorprodukt" genannt. 
Gerade darum haben wir die Definition des Vektors (§ 1) so 
allgemein gehalten, um auch solche geometrische und physi- 
kalische (xrößen, die nicht einen Fortschreitungssinn, sondern 
einen Umlaufs- oder Drehsinn besitzen, als Vektoren bezeichnen 
zu können. 

Welche Bedeutung kommt nun den Komponenten des Vektors 

<24) e = [«»] 

zu? Da ® mit einer jeden der Achsen denselben Winkel ein- 
schließt, wie das dem Vektor 6. zugeordnete Parallelogramm mit 
der zu der Achse senkrechten Ebene, so sind die Komponenten 
von 6 nach den Koordinatenachsen (xyis) numerisch gleich den 
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Mächeninhalten der senkrechten Projektionen des Parallelo- 
gramms auf die ysh^ zx-y a?^-Ebene^ ihr Vorzeichen legt den 
Umlaufssinn dieser Projektionen fest. 

Ändert man die Reihenfolge der Faktoren im Vektor- 
Produkte^ so kehrt sich nach unseren Festsetzungen der Um- 
laufssiim des ParaUelogramms, mitiim die Richtung der m- 
geordneten Verrückung um. Es gilt 

(25) [«»]--[»«]. 

Die äußere Multiplikation befolgt nicht das 
kommutative Gesetz. 

Dagegen bleibt das distributive Gesetz auch für die 
Vektorprodukte gültig. Es ist 

(26) [(« + «)6] - [«6] -f [»6]. 

Um diese Behauptung zu beweisen, setze man Ä -f 8 = ® 
und konstruiere das Parallelogramm, dessen Seiten den Vek- 
toren K, 89, dessen Diagonale dem Vektor S entspricht. Man 
projiziere es auf die zu S senkrechte Ebene; man erhält so 
wiederum ein Parallelogramm mit den Seiten { K | • sin (%&); 
I 9 I • sin (SS) und der Diagonale { S | • sin (SS). Dieses 
Parallelogramm vergrößere man im Verhältnis | S | : 1 und 
drehe es in seiner Ebene um einen rechten Winkel Alsdann 
stellen die Seiten die äußeren Produkte [HS]; [8(1] dar, die 
Diagonale aber das äußere Produkt [S6<]; dieses letztere ist 
mithin die geometrische Summe der beiden ersteren, wie die 
Gleichung (26) behauptet. 

Man darf also bei der Ausrechnung der Vektorprodukte 
die Regeln der gewöhnlichen Algebra anwenden, mit der Ein- 
schränkung, daß bei der Vertauschimg der Reihenfolge zweier 
Vektoren das Vorzeichen des Produktes umzukehren ist. 

^ Die Vektorprodukte der Grundvektoren i, j, f sind 

f[ii] = «, [i»] = i, [H] = i; 

m — t, [ti] = -i, [iq = -i; 

tii] = öii = m = 0. 

2* 



(27) 
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Mithin gilt 

In Determinantenform laßt sich diese Gleichung wie folgt 
schreiben 

i i « 

(28) [««]- «, «^ «, 



Die Unterdeterminanten Ä^©^ — Ä,öy> Ä,ö« — *«®«> 
Ä^öy — Äy8<p sind die Komponenten des Vektorproduktes, 
d. h. die Projektionen des Parallelogramms [HS] auf die Eo- 
ordinatenebenen. 

Für die DifiPerentiierung des Vektorproduktes nach einer 
skalaren Variabein t gilt die Bechnungsregel 

(29) le[«»]-[«^] + [w»]- 

Wir betrachteten in § 3 zwei Systeme von Grundvektoren 
i j 1 und i' f 1', die durch die Gleichungen (8) verknüpft waren. 

Wir erhalten Beziehungen zwischen den Koeffizienten 
dieser Gleichungen, indem wir die Regeln (18, 19) der inneren 
und die Kegeln (27) der äußeren Multiplikation von Grund- 
vektoren anwenden. 

Die Regeln (18) ergeben 6 Gleichungen, von denen es 
genügt, die beiden folgenden zu schreiben^ 

^hßi + «2A + «sA = 0; «lÄj + ft/3a + y^y^ = 0. 

Die Regeln (19) liefern gleichfalls 6 Beziehimgen von der 
Form 

«1* + «2^ + ««' ^ 1; «i' + ßi' + n* - 1 usf. 

Aus den Regeln (27) aber folgt [|'I'J = i", und wenn wir 
die i'f r durch die Ijf ausdrücken 

i (ftys - ßsri) + i {ß,Yi - ßiVz) + « {hv, - ß^n) 
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Die Gleichung zerfällt in die drei folgenden 

«1 - An - ßi^i «2 = ßzVi — ßin'i «3 =- ßin — ßtri • 

Zu diesen Gleichungen kommen die durch zyklische Yer- 
tauschung der a^ ß, y entstehenden. Femer folgt^ mit Bück- 
sicht auf die Beziehung Oj* + «,* + «g* =- 1, für die Deter- 
minante der 9 Winkelkosinus 

«1 «2 «8 

ßx ßi ßs ="1 • 

ri y» ys 

Diese Beziehungen gelten nur dann^ wenn das System 
i'fl' wie das der l|l eip Bechtssystem ist. Wäre es ein 
Linkssystem, so würde [i'f] « — 1', [j'l'] =" — i' sein und es 
würde die Determinante der 9 Winkelkosinus den Wert — 1 
annehmen. 

§ 7. Produkte dreier Vektoren. 

Da wir weiterhin die eckigen Klammem zur Kennzeichnimg 
der Vektorprodukte yerwenden, so werden wir runde Klammem 
benutzen, wenn wir zwei skalar zu multiplizierende Vektoren 
von den übrigen trennen wollen. Produkte dreier Vektoren 
kann man in drei verschiedenen Weisen ableiten. 

I. Produkt aus einem Vektor und dem skalaren 
Produkte zweier anderer Vektoren: ll(©ft). Da (oft) 
ein Skalar ist, so ist ll(8<l) ein zu K paralleler Vektor. 
Hieraus erhellt, daß z. B. (I19)<I ein von dem vorigen völlig 
verschiedener Vektor ist. 

IL Skalares Produkt aus einem Vektor und dem 
vektoriellen Produkte zweier anderer Vektoren; 

Hier gilt die wichtige Relation 

(30) «[»6]-»[e«] = 6[«»]. 

Es stellt nämlich jeder dieser Ausdrücke den Rauminhalt 
des aus den Kanten K, 9, d gebildeten Parallelepipeds dar« 
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Um sich hiervon zu überzeugen^ beachte man, daß der 
Betrag von [S<l] dem Flacheninhalt der durch die Kanten 9S 
gebildeten Seitenflache des Parallelepipeds gleich ist; die Rich- 
tung von [9(1] steht senkrecht auf diesem Parallelogramm, 
und zwar weist sie nach derselben Seite, wie K, vorausgesetzt, 
daß die Aufeinanderfolge der Vektoren tC, 8, S zu einem 
Bechtssystem fOhrt. In diesem Falle erhalten wir das skalare 
Produkt ll[S&]; indem wir den Flacheninhalt jener Seiten- 
fläche mit der Länge des vom Endpunkte der Kante tC auf 
sie gefällten Lotes multiplizieren. Damit ist bewiesen, daß 
ll[8S] in der Tat den Lihalt des Parallelepipeds angibt, und 
zwar mit positivem Vorzeichen, wenn die Aufeinanderfolge 
IlSd ein Rechtssystem, mit negativem Vorzeichen, wenn sie 
ein Linkssystem bildet. 

Es folgt gleichzeitig, daß die Beziehungen (30) erfüllt 
sind, indem für jedes der beiden anderen Produkte dieselben 
Schlüsse gelten, und weil die Folge fBüfi oder 6.118 gleich- 
falls zu Rechtssystemen führt, wenn dies für 118 <l zutrifft. 

Der Ausdruck der drei Produkte durch die Komponenten 
der Vektoren «»« ist nach (22) und (28) 



(31) « [»«] - e [€«] - e [«»] = 



in. Vektorprodukt aus einem Vektor und dem 

Vektorprodukte zweier anderer Vektoren: [tl[8ft]]«S^. 
Der Vektor $ liegt in der Ebene, die durch die Vektoren 
© und 6 bestimmt ist, und zwar senkrecht zur Projektion von Ä 
auf diese Ebene. Denn der Vektor [oft] steht senkrecht zu 
jener Ebene, und % steht senkrecht auf K und auf [8S]. 

Die a;-Komponente des Vektors % ist nach (28) 
wir ordnen folgendermaßen 





«. 


». », 


». 


«« % 


«. 
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oder nach (22) 

1^. - ».(««) - €.(«»); 

entsprechende Gleichungen gelten für die beiden anderen Kom- 
ponenten; wir fassen sie zu der Yektorgleichnng zusammen 

(32) [«[»«]]-»(««)-«(«©). 

Hierdurch ist ein Produkt der dritten Art auf zwei Pro- 
dukte der ersten Art zurückgeführt. Mit Hilfe dieser Be- 
Ziehung findet man auch leicht 

(32a) [«[»«]] + [»[««]] + [«[«»]] - 0, 

indem man die Glieder nach (32) entwickelt. 

Endlich berechne man das skalare Produkt aus zwei 
Vektorprodukten [«»] • [«»]. 

Dieses ist ein Produkt der zweiten Art, in dem der erste 
Vektor durch das Vektorprodukt zweier -anderer ersetzt ist; 
wir wenden die Regel (31) an und erhalten 

Da nun nach Regel (32) 

[»[«»]] = «(»») - »(«») 

zu setzen ist, so folgt 

(33) [«»] . [«»] = (««) (»^) ^ (»«) («»). 

§8. 
Polare und axiale Vektoren. Skalare und Fseudoskalare. 

Obwohl man dem Vektorprodukte zweier Verrückungen 
in umkehrbar eindeutiger Weise eine Verrückung zuordnen 
kann^ so besteht doch zwischen dem mit ümlaufssinn begabten 
Parallelogramme und der ihm zugeordneten, mit einem Fort- 
schreitungssinne Tersehenen Strecke (Abb. 5) ein gewisser 
unterschied. Das Wesentliche dieses Unterschiedes erkennt 
man, wenn man das Parallelogramm [9C8] an seiner eigenen 
Ebene spiegelt; der ümlaufssinn bleibt bei dieser Spiegelung 



; 
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ungeauderty die zugeordnete Verrückung hingegen kehrt ihre 
Richtung um. Hiermit hangt es zusammen^ daß wir zur ein- 
deutigen Bestimmung der zugeordneten Terrückung einer rechts-, 
gängigen Schraube bedurften; bei der Spiegelung wird diese 
zu einer linksgangigen^ in dem gespiegelten Systeme entspricht 
mithin die Fortschreitungsrichtung dem Umlaufssinne wie bei' 
einer linksgängigen Schraube. 

Die geradlinige VerrUckung und das Vektorprodukt zweier 
solcher sind die Repräsentanten zweier Arten von Vektoren^ 
die wir als polare und axiale Vektoren unterscheiden. 
Den polaren Vektoren kommt eine Fortschreitungs- 
richtungy den axialen ein Drehsinn zu. Ist einem mecha- 
nischen Vorgange ein Vektor zuzuordnen^ so kann man folgen- 
dermaßen über die Art des Vektors entscheiden: Man konstruiere 
die durch den Vektor bestimmte Oerade; bleibt bei Spiegelung 
an einer zur Geraden senkrechten Ebene der Vorgang un- 
geändert^ so ist ihm ein axialer Vektor zuzuordnen; verläuft 
dagegen der gespiegelte Vorgang in entgegengesetztem Sinne, 
so gehört zu ihm ein polarer Vektor. In der Mechanik starrer 
Körper sind Translationsgeschwindigkeit und Kraft polare, 
Rotationsgeschwindigkeit imd Drehkraft axiale Vektoren. 

Solange man keine allgemein gültige mechanische Theorie 
der elektromagnetischen Vorgänge besitzt, ist es nicht ohne, 
weiteres möglich, die polare oder axiale Natur der elektrischen 
und magnetischen Vektoren zu erkennen. Man muß hier nach 
anderen Kriterien suchen; doch hat die Entwicklung der V^issen- 
schaft die Vermutung Maxwells bestätigt, daß die macmetischen 
Vektoren axialer^ die elektrischen polarer Ar t sind. 

Rechnet man mit Komponenten, so kommt der Unter- 
schied der beiden Aj:i}en von Vektoren nicht zur Geltung, so-^ 
lange man ausschließlich ein Rechtssystem zugnmde legt. Geht 
man aber zu einem Linkssystem über, indem man etwa die 
Richtungen der drei Grundvektoren umkehrt, so wechseln die 
Komponenten eines polaren Vektors das Vorzeichen, diejenigen 
eines axialen Vektors hingegen behalten es bei, da der durch 
die Reihenfolge der Grundvektoren festgelegte Umlaufssinn in 
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den Eoordinatenebenen der gleiche bleibt. So kommt es, daß 
in Gleichungen, welche Komponenten beider Arten von Vek- 
toren zueinander in Beziehung setzen, Vorzeichenwechsel vor- 
zunehmen sind, sobald man ein Rechtssystem mit einem Links- 
system vertauscht. Aus dem Umstände, daß die Komponenten 
des äußeren Produktes zweier Vektoren sich aus algebraischen 
Produkten der Komponenten der beiden Vektoren zusammen- 
setzen, folgt ohne weiteres die Regel: 

Das Vektorprodukt zweier polarer und ebenso 
Tias zweier axialer Vektoren ist ein axi&ler, das 
Vektorprodukt eines polaren und eines axialen 
Vektors ist ein polarer Vektor. 

Wie steht es nun mit dem skalaren Produkte eines 
pplaren und eines axialen Vektors? Ein solches wurde im 
vorigen Paragraphen betrachtet (Gleichung 30, 31) und als 
Bauminhalt des durch drei polare Vektoren bestimmten 
Parallelepipeds gedeutet; es wurde bemerkt, daß das Vor- 
zeichen des Produktes positiv oder negativ sein kann. , Wir 
können jetzt hinzufügen, daß das Voi*zeichen zu wechseln ist, wenn, 
man von einem Rechtssysteme zu einem Linkssysteme übergeht. 

Wir werden so dazu geführt, auch bei den Skalaren zwei 
Arten zu unterscheiden, die wir als Skalare erster und 
zweiter Art, oder als Skalare schlechtweg und Pseudo- 
skalare unterscheiden. Zu der ersten Art gehören alle die- 
jenigen Skalaren, die nicht bloße R^chnungsgrößen sind, son- 
dern die Mengen wirklicher Substanzen messen, so z. B. Masse^ 
Energie; denn diese werden bei Veränderung des Koordinaten- 
systemes das Vorzeichen nicht ändern. Als Rechnungsgrößen 
hingegen treten, wie wir später sehen werden^auch Pseudo- 
skalare in der mathematischen Physik auf. C4* U*^^ ^^^ 

Durch Multiplikation mit einem Pseudoskalar wird der 
polare Vektor zum axialen, der axiale zum polaren. 

§ 9. Bewegung starrer Körper. 

Es wird sich als nützlich erweisen, die Begriffe der Vektor- 
algebra zunächst an einigen, der Mechanik starrer Körper ent- 
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Abb. 6. 



nommenen. Beispielen zu erlauteni; um an geläufigen Dingen 

die Anwendung der Begeln zu üben. 

Ein starrer Körper sei in einem 
/'^ Punkte festgehalten^ er rotiere um 
eine Achse ON (Abb. 6). Wir tragen 
von aus auf dieser Achse eine 
Strecke ab^ deren Länge den Betrag 
der Winkelgeschwindigkeit anzeigt^ 
und zwar nach derjenigen Bichtung^ 
die der Drehbewegung sich zuordnet 
wie die Fortschreitungsrichtung dem 
Drehsinne bei einer rechtshändigen 
Schraubenbewegung. Durch diese 
Festsetzung ist der Rotationsbewegung 
ein Vektor u zugeordnet. Ist femer t 
der Yon aus nach irgendeinem 

Punkte P des starren Körpers gezogene Radiusvektor, so ist 

offenbar dessen Geschwindigkeit H 

(34) li = [ttt]. 

In der Tat, der Punkt P bewegt sich senkrecht zu der 
durch t und u gelegten Ebene; der Pfeil, der die Richtung 
von H anzeigt, ist, wie die Figur lehrt, so gerichtet, wie das 
Vektorprodukt. Dem Betrage nach finden wir H durch Fällen 
eines Perpendikels von P auf die Drehachse und Multiplikation 
desselben mit der Winkelgeschwindigkeit; das gibt aber genau 
den Betrag | tt | • | t | • sin (ttt) des Vektorproduktes, womit 
die Behauptung bewiesen ist. 

• Aus dem durch Gleichimg (34) ausgesprochenen Satze 
folgt sofort die Art der Zusammensetzung mehrerer Dreh- 
geschwindigkeiten, deren Achsen alle durch denselben festen 
Punkt gehen. Man hat, wenn tt', tt" . . . die Drehgeschwindig- 
keiten und H', H'' . . . die durch sie hervorgebrachten Geschwindig- 
keiten des willkürlichen Punktes P des starren Körpers angeben, 
für die resultierende Geschwindigkeit von P den Ausdruck 

H » H' + H" ^ =c [tt't] + [tt"t] -}-•.. = [ttt]. 
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wo n — ll' + u" + • • • eine Drehgeschwindigkeit um eine gleich- 
falls dnrcli gehende Achse darstellt; die sich aus den ein- 
zelnen Drehgeschwindigkeiten tt'; tt'' . . . nach den Regeln der 
Yektoraddition zusammensetzt. 

In der Kinematik starrer Körper wird gezeigt^ daß, bei 
festgehaltenem Bezugspunkt 0, die Rotationsbewegung (34) 
die allgemeitiste Bewegung des starren Körpers darstellt. Ist 
jedoch der Punkt nicht fest, sondern bewegt er sich mit 
der GFeschwindigkeit H^ im Räume, so wird die Geschwindig- 
keit der Punkte des starren Körpers gegeben durch 

(35) H = Ho + [tt^]- 

Man erhält, entsprechend den 6 Freiheitsgraden des 
starren Körpers, den allgemeinsten Bewegungszustand desselben, 
wenn man die Vektoren Hq, n der Translations- und Rotations- 
geschwindigkeit beliebig läßt. Es sind, wenn man den Bezugs- 
punkt vorgibt, durch den Bewegungszustand des Körpers 
die Vektoren Hq imd u eindeutig bestimmt. 

Die Zerlegung in eine translatorische und eine rotatorische 
Bewegung hängt indessen von der Wahl des Bezugspunktes 
ab; wählen wir Matt einen anderen Bezugspunkt 0', so 
stellt sich die Geschwindigkeit H dar als Resultierende der 
Geschwindigkeit H^' des neuen Bezugspunktes 0' und der durch 
die Rotation tt' um eine durch 0' gehende Achse hervor- 
gebrachten Geschwindigkeit; es gilt neben (35) die Gleichung 

(35a) H = < + [tt't'], 

wo t' den von 0' nach dem Punkte P gezogenen Radius- 
vektor darstellt. Ist weiter a =- t — t' der Radiusvektor 00', 
so ist nach (35) 

(36) V = Ho + [ua] 

die Geschwindigkeit des neuen Bezugspunktes. Setzt man dies 
in die Gleichung (35) ein, so erhält man 

H = Ho' + [tt, t - a] « Ho' + [ttt'l. 
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tmd es wird die in (35a) noch unbestimmt gelassene Ge- 
schwindigkeit it' der Drehung um OV 
(37) tt' - tt . 

Bei Verlegung des Bezugspunktes bleibt mithin der Vek- 
tor der Drehgeschwindigkeit it stets der gleiche, der Vektor Hq 
der translatorischen Geschwindigkeit nur dann, wenn der Be- 
zugspunkt parallel dem Vektor u verschoben wird. Im all- 
gemeinen ändert er sich bei Verlegung des Bezugspunktes 
gemäß (36). Es kommt eine zu u senkrechte Geschwindig- 
keit dazu. 

War für den Bezugspunkt speziell Hq senkrecht zu u, 
so kann man den neuen Bezugspimkt 0' immer so wählen, 
daß l>o =« — [na] wird. Die von 0' aus betrachtete Bewegung 
stellt sich alsdann als reine Botation dar. 

Im anderen Falle, wenn der Vektor Hq nicht zu u senk- 
recht steht, kann man ihn durch geeignete Wahl von a in 
zwei Vektoren zerlegen: llo =^ ^i "" L^*^]? "^^^ denen der erste 
zu it parallel, der zweite zu it senkrecht ist. Verlegt man 
den Bezugspimkt 0' nach dem Endpunkte von a, oder nach 
irgendeinem Punkte der durch den Endpunkt von a gehenden, 
zu tt parallelen Geraden, so kann man die Bewegung als 
Schraubenbewegung auffassen. Die Geschwindigkeit von 0' 
wird nämlich, nach (36), Hq' = Hi, und die Drehbewegung um 
0' wird durch den zu H^ parallelen Vektor tt bestimmt. Da-» 
bei hängt es von dem Vorzeichen (-|- oder — ) des skalaren 
Produktes H^ • tt » Hq • tt ab, ob die Schraubenbewegimg eine 
rechtshändige oder eine linkshändige ist. 

Der Vektor tt ist ein axialer Vektor; das folgt aus Glei- 
chung (24), welche den polaren Vektor d als Vektorprodukt 
von tt und dem polaren Vektor t darstellt, gemäß dem Satze 
des § 8; bei der Festlegung eines dem Vektor tt zugehörigen 
Fortschreitungssinnes konnten wir in der Tat nicht umhin, 
von einer rechtsgängigen Schraube zu reden. 

Die axiale Natur von tt geht auch daraus hervor, daß 
die Drehbewegung ungeändert bleibt, wenn wir sie an einer 
zur Drehachse senkrechten Ebene spiegeln. 
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Die allgemeinste Bewegung des starren Körpers ist be- 
stimmt durch zwei Vektoren, einen polaren Hq und einen 
axialen n^ die beide von demselben Punkte aus zu konstruieren 
sind. Der Pseudoskalar Unit, der einen Schraubungssinn fest- 
legt , ist ein typischer Repräsentant dieser Größenklasse. Er 
iflt positiv oder negativ, je nachdem die Schraubenbewegung 
ihrer Art nach mit der bei der eindeutigen FesÜegung von u 
verwandten übereinstimmt oder nicht. Da wir uns bei der 
Zuordnung des Vektors n einer Bechtsschraube bedient haben, 
so ist jener Pseudoskalar positiv für solche Bewegungen des 
starren Körpers, die sich durch eine Bechtsschraube, negativ 
für solche, die sich durch eine Linksschrauhe darstellen lassen. 
Umgekehrt wäre sein Vorzeichen zu wählen, wenn wir der 
Drehbewegung den Vektor u durch eine Linksschraube zu- 
geordnet hätten. 

§ 10. Frinsip der virtaellen Arbeit und Satz der 

statisohen Momente. 

An den Punkten eines starren Körpers mögen die Kräfte 
Äj, ftg; Äs, . . . Ä„ angreifen. Um zu beurteilen, ob Gleich- 
gewicht besteht, denke man sich von der betreffenden Lage 
aus eine Bewegung vorgenommen. Diese Bewegung wird in 
Wirklichkeit nur dann eintreten können, wenn die algebraische 
Summe der Arbeiten, die von den einzelnen Kräften dabei 
geleistet werden, positiv ist; denn nur dann ist der Zuwachs 
an lebendiger Kraft, der den Übergang von Buhe zur Be- 
wegung begleitet, mit dem Energieprinzip verträglich. Genügt 
keine der kinematisch möglichen Bewegungen jener Bedingung, 
so wird der Körper in Buhe bleiben; die allgemeinste Gleich- 
gewichtsbedingung verlangt daher, daß bei allen kinematisch 
möglichen (virtuellen) Bewegungen die Arbeit der angreifenden 
Kräfte negativ oder Null ist. 

Hat man es insbesondere mit einem System zu tun, in 
dem zu einer jeden Bewegung auch die entgegengesetzte 
kinematisch möglich ist, so würde negativer Arbeit bei jener 
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positive bei dieser entspreolien. Hier nimmt die Gleich- 
gewichtsbedingqng die Form an 

(38) ^ - 2'(«'') - ^ 

1 

für alle virtuellen Bewegungen. Diese fQr das Gleichgewicht 
notwendige und hinreichende Bedingung spricht das ^^Prinzip 
der virtuellen Arbeit" aus. 

Für unseren starren Körper ist die allgemeinste Bewegung 
durch (35) gegeben. Wir erhalten daher 



dA 
dt 



--^o-2'*+5*-[«^i' 



indem wir das zweite Glied nach Regel (30) umformen, 
formulieren wir die Gleichgewichtsbedingung folgendermaßen 

(39) ^-li,.^ft + «.2[fft]-0 

1 1 

für beliebige Werte der Translations- und Rotationsgeschwindig- 
keit. Diese Forderung ist offenbar dann imd nur dann erfüllt, 
wenn sowohl 

1 
als auch 

n 

(40) ^[tSt] - 0. 

1 

Die erste Gleichung verlangt, daß die geometrische Summe 
aller Kräfte verschwindet; in der zweiten bedeutet t den Radius- 
vektor, der von dem Bezugspunkte nach dem Angriffspunkte 
der betreffenden Kraft gezogen ist; wir können ihn als Hebel- 
arm der Kraft St bezeichnen und das Vektorprodukt aus 
Hebelarm und Kraft als statisches Moment der Kraft. 
Wir fassen also das statische Moment als Yektorgröße auf, 
und zwar als axialen Vektor, weil es einen ümlaufssinn in 
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einer Ebene anzeigt, und sprechen die Gleichung (40) so aus: 
Die Yektorsumme der statischen Momente der einzelnen Kräfte 
f&r den gegebenen Momentenpunkt soll gleich Null sein. Diese 
vektorielle Auffassung des Momentensatzes besitzt manche 
Vorzüge vor der sonst gebräuchlichen, welche filr die Kom- 
ponenten der* Momente nach drei senkrechten Achsen einzeln 
die Gleichgewichtsbedingung aufstellt. 

Qteht man zu einem neuen Bezugspunkt 0' über, dessen 
Lage relativ zu durch ü gegeben ist, so ist die Resultierende der 

n 

Kräfte ^jSt offenbar die gleiche. Hingegen ist das resul- 
1 

n 

tierende Moment jetzt ^/[t'Ä], wo t' den von 0' als Mo- 

mentenpunkt ausgehenden Hebelarm bezeichnet. Da allgemein 
t == a + r' gilt, so wird das resultierende Moment für 

(41) ^[tSt]^\a,^9t\ + ^[t'St]. 

1 L 1 J 1 

Das Moment für wird demnach erhalten, indem zu dem 
Moment für 0' das Moment der in 0' angreifenden Besultierenden 

n 

^ft in bezug auf hinzugefQgt wird. 

1 

Das aUgemeinste, an einem starren Körper angreifende 
Kräftesystem läßt sich durch Angabe zweier Vektoren, eines 
polaren, der Kraft, und eines axialen, des Momentes, für einen 
gegebenen Momentenpunkt darstellen. Der polare Vektor, die 
Kraft, spielt in der Statik die entsprechende Rolle, wie in der 
Kinematik der axiale Vektor tt der Rotationsgeschwindigkeit, 
insofern, als er bei Verlegung des Bezugspunktes ungeändert 
bleibt; der axiale Vektor hingegen, das Moment, entspricht 
dem polaren Geschwindigkeitsvektor Hq, indem er bei Verlegung 
des Bezugspunktes im allgemeinen seinen Wert ändert. Ebenso 
wie der Vektor u längs seiner Richtung verschoben werden 
konnte, ohne tlQ zu ändern, so kann die Kraft längs ihrer 
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eigenen Richtung verschoben werden^ ohne ein neues Moment 
zu ergeben. Und wie die allgemeinste Bewegung des starren 
Körpers sich bei geeigneter Wahl der Drehachse als Schrauben- 
bewegung darstellte^ so ist das allgemeinste Enlftesystem^ 
wenn man die Angriffslinie der Kraft passend wählt; auf- 
zufassen als Kraft; kombiniert mit einem Moment um die 
Angriffslinie als Achse. Der Charakter der hierdurch be- 
stimmten Schraube wird wiederum durch einen Pseudoskalar , 
nämlich das skalare Produkt aus Kraft und Moment angezeigt; 
positives Vorzeichen desselben entspricht der Rechts-, negatives 
der Linksschraube. Wirkliche Skalare hingegen sind selbst- 
verständlich die in den Ausdruck der Arbeit (39) eingehenden 
inneren Produkte aus Geschwindigkeit und Kraft, sowie aus 
Drehgeschwindigkeit und Moment. 

§ 11. Stabilität des Gleiohgewiohtes. 

Das Prinzip der virtuellen Arbeit unterscheidet nicht 
zwischen stabilem und instabilem Oleichgewicht. Betrachten 
wir etwa ein homogen mit Masse erfülltes Ellipsoid, das auf 
einer horizontalen Ebene rollen kann. Berührt es in dem 
Endpunkte einer der drei Achsen die Ebene, so verschwindet 
das Moment aus der im Schwerpunkte angreifenden Schwer- 
kraft und der ihr entgegengesetzt gleichen Reaktionskraft der 
Ebene. Dennoch liegen sehr verschiedene Fälle des Gleich- 
gewichtes vor, je nachdem die große, die mittlere oder die 
kleine Achse des Ellipsoids vertikal sieht. 

Man kann hier die Arbeit der äußeren Kräfte 

dÄ dU 



dt dt 

setzen, wo U die potentielle Energie bezeichnet, die der Körper 
infolge der Schwerkraft besitzt. Es ist dann zwischen solchen 
Gleichgewichten zu unterscheiden, bei denen ü ein Maximum, 
und solchen, bei denen es ein Minimum ist. Ist U in der zu 
betrachtenden Lage ein Maximum, so gebe man dem Körper 
einen kleinen Stoß; die lebendige Kraft, die der Körper durch 
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den Stoß erhielt, wird im Verlaufe der Bewegung sieh auf 
Kosten der potentiellen Energie vergrößern, und er wird mit 
wachsender Geschwindigkeit die Gleichgewichtslage verlassen. 
Ein solches Gleichgewicht ist demnach labil. Ist hingegen U 
«in Minimum, so vergrößert sich die potentielle Energie 
bei Entfernung aus der Gleichgewichtslage auf Kosten der 
lebendigen Kraft, und der Körper wird sich nur so weit be- 
wegen können, bis die lebendige Kraft des Stoßes erschöpft 
ist. Je geringer die lebendige Kraft des Stoßes war, desto 
kleiner ist die erreichte Entfernung aus der Gleichgewichts- 
lage. Dieses Gleichgewicht ist stabil. 

Bei dem vorhin angeführten Beispiele ist die potentielle 
Energie proportional der Höhe des Schwerpunktes über einer 
beliebig festzusetzenden horizontalen Ebene. Die potentielle 
Energie ist ein absolutes Maximum, wenn das EUipsoid im 
Endpunkte der großen Achse, ein absolutes Minimum, wenn 
«s im Endpunkte der kleinen Achse die Ebene berührt. Im 
ersteren Falle ist das Gleichgewicht labil, im zweiten stabil. 
Praglich kann nur im dritten Falle, wo die mittlere Achse 
vertikal steht, die Stabilität des Gleichgewichtes sein; hier 
nimmt die potentielle Energie bei einigen der möglichen Be- 
wegungen zu, bei anderen nimmt sie ab. Da jedenfalls Stöße 
eintreten können, welche Bewegungen der letzteren Art ein- 
leiten, so wird auch in diesem Falle das Gleichgewicht labil 
zu nennen sein. 

Artet das EUipsoid in eine Kugel aus, so bleibt die 
potentielle Energie auch bei endlichen Bewegungen ungeändert. 
Alsdann liegt ein Fall des indifferenten Gleich 
gewichtes vor. 

§ 12. D'Alemberts Prinzip. Die Impulssätze. 

D'Alemberts Prinzip führt die Dynamik auf die Statik 
zurück. Es berücksichtigt den Einfluß der Massenträgheit in 
der Weise, daß es an jedem Massenpunkt außer der äußeren 

Krafb Ä die „Trägheitskraft^^ ~~ ^Z* ^^S^^^f^i^ Yi&i, und ver- 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. 3. Aufl. 3 



I 
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langte daß äußere und Trägheitskräffce zusammen sich in jedem 
Augenblick das Gleichgewicht halten. Für den freien starren 
Körper besagt das: es sollen die resultierenden Kräfte und 
Momente verschwinden 

(42) 2* (« - -rJ) - Ö' 



(43) 2'[''«-'"S = 0- 

1 

Dabei ist zu beachten^ daß die statischen Momente auf 
einen im Räume festen Momentenpunkt zu beziehen sind. 

Es ist zweckmäßig, zwei neue Vektoren einzuführen. 
Der erste ist die Resultierende der Bewegungsgrößen 
aller Massenpunkte des Körpers 

n 

(44) . ^ iB =^mtt, 

1 

der andere das resultierende Moment der Bewegungs- 
größen 

n 

(45) n=^[t,mt>]. 

1 

Diese Vektoren, von denen der erste polarer, der zweite 
axialer Art ist, bezeichnet man wohl auch kurz als „Impuls" 
und „Drehimpuls" oder „Impulsmoment" des Körpers. 
Man bemerkt, daß in dem Differentialquotienten des Impuls- 
momentes tt nach der Zeit das von der Änderung der Hebel- 
arme X herrührende Glied 



2m. "'] 

1 

verschwindet, weil -jr = ^ ni^d das äußere Produkt daher Null 

' dt 

ist; bei dieser Überlegung ist allerdings wesentlich, daß die 
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Hebelarme t von einem im Räume festen Momentenpnnkte 
aus zu nehmen sind. Es wird in diesem Falle 

dVi '^r dun 

1 

und man kann daher (42), (43) durch folgende Gleichungen 
ersetzen 

dfß 



(46) ^=2"«' 



(47) ^-2'^«^- 

1 

Diese Gleichungen formulieren die beiden „Impulssätze^^: 
die zeitliche Änderung des Impulses ist gleich der resultierenden 
Kraft; die zeitliche Änderung des Impulsmomentes ist gleich 
dem resultierenden Eraftmomente, bezogen auf denselben im 
Räume festen Momentenpunkt. 

Hat man es mit einem sogenannten „KreiseP' zu tun^ 
d. h. mit einem starren Körper, der in einem seiner Punkte 
festgehalten wird, so wird man diesen festen Punkt als Bezugs- 
punkt wählen, und durch (47) die Drehbewegung um den 
festen Punkt darstellen. 

Beziehen wir hingegen das Impulsmoment auf einen im 
Körper festen Punkt, der sich mit der Geschwindigkeit Hq 
bewegt, so ist die zeitliche Änderung des Hebelarmes nicht 
gleich d, sondern gleich der Differenz (d — Hq) der Geschwindig- 
keit des betreffenden Massenpunktes und derjenigen des 
Momentenpunktes zu setzen. Aus 

dt 

aber folgt, da nunmehr das von der zeitlichen Änderung der 
Hebelarme x herrührende Glied nicht gleich Null ist, 



dVi 

dt 



n 



K^mit 



+2['."'ra. 



3 
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und es wird nach (43), (44) die auf einen bewegten Momenten- 
punkt bezogene zweite Impulsgleichung 

n 

(48) ^ + [tt„IB].2'[tft]. 

1 

Meist führt man bei der Behandlung der freien Bewegung 
des starren Körpers den Schwerpunkt als Momentenpunkt ein. 
Ist M die gesamte Masse des Körpers^ so ist der Impuls 
85 == Jf • Hq, er weist parallel der Schwerpunktsgeschwindigkeit. 
Alsdann fällt das Zusatzglied in (48) fort, und es lauten die 
Bewegungsgleichungen 

(49) M ^ ==2"*' 



n 



Die erste Gleichung spricht den Schwerpunktsatz aus: 
Der Schwerpunkt bewegt sich wie ein materieller Punkt von 
der Masse M, an dem die Resultierende der äußeren Kräfte 
angreift. Die zweite Gleichung ist formal mit (47) identisch; 
sie führt mithin die Bestimmung der Bewegung um den 
Schwerpunkt auf das Problem der Rotation des in einem seiner 
Punkte festgehaltenen starren Körpers, des sogenannten Kreisels, 
zurück. 

§ 13. Rotierendes Bessugssystem. 

Wie es soeben zweckmäßig war, einen Bezugspunkt zu 
wählen, der die Bewegung des Körpers mitmacht, so empfiehlt 
es sich auch zuweilen, die zeitliche Zunahme eines Vektors ,% 
den wir uns im Koordinatenanfang aufgetragen denken, nicht 
von einem im Räume festen, sondern von einem mit dem 
Körper rotierenden Bezugssysteme aus zu beurteilen; so nehmen 
wir z. B. an der Oberfläche der rotierenden Erde nicht die 
wirkliche Bewegung, sondern die Relativbewegung der Massen 
gegen die Erde wahr, wir beurteilen also die Bewegung der 
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Körper von einem rotierenden Bezugssysteme aus. Wir fragen 
allgemein nach der zeitlichen Zunahme yon K^ beurteilt von 
einem Bezugssysteme aus^ das mit der Geschwindigkeit tt um 

den Koordinatenanfangspunkt rotiert; wir wollen sie -^ 

schreiben. 

Der Endpunkt des Vektors K bewegt sich mit der Ge- 
schwindigkeit /^r- gegen das ursprüngliche im Baume feste 

Bezugssystem. Die Punkte des starren Körpers und des mit 
ihm starr verbundenen Systemes bewegen sich nach (35) mit 
Geschwindigkeiten^ die durch das Vektorprodukt [nt] angegeben 
werden, wenn t den vom festen Anfangspunkte aus kon- 
struierten Radiusvektor anzeigt. Betrachten wir jetzt die Be- 
wegung, die der Endpunkt des Vektors % in dem rotierenden 
Systeme beschreibt; im Baume bewegt er sich mit der Ge- 

schwindigkeit -^ ; der Punkt des rotierenden Systemes, in den 

er gerade fällt, bewegt sich mit der Geschwindigkeit [ttV] im 
Räume. Die Geschwindigkeit, mit welcher der Endpunkt von Ä 
in dem rotierenden System fortwandert, ist offenbar die Relativ- 
geschwindigkeit 

^ - [»«]• 

Wir erhalten demnach ak die vom rotierenden 
Systeme aus beurteilte zeitliche Änderung des 
Vektors « 

(51) '^ = f + [««]• 

Wir sind jetzt imstande, die Bewegungsgleichungen des 
freien starren Körpers auf ein im Körper festes Bezugssystem 
umzurechnen. Lassen wir zunächst die Lage des Bezugspunktes 
im Körper beliebig, so folgt aus (46) und (48) 

(52) ^ + [u»] -J;«, 
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(53) ^ + [tttt] + [»,»] -^im 

1 

Legt man insbesondere ^ im Falle des freien starren 
Körpers, den Momentenpunkt in den Schwerpunkt, oder, im 
Falle des Kreisels, in den festgehaltenen Punkt, so wird die 
Rotationsbewegung durch die Gleichung bestimmt 

(54) ^ + [«tt] =2't'*l' 

1 

die man direkter aus (47) oder (50), in Verbindung mit (51), 
erhalten hätte. 

Es mögen die Gleichungen (52, 53) in den allgemeinen 
Ausdruck (39) für die Arbeit der äußeren Kräfte eingesetzt 
werden. 

Die hier auftretende Summe 

tJo[tt«]+tt[^o»] 
verschwindet nach den Bechnungsregeln (25, 30), ebenso das 
Glied tt[ttU]; weil das Vektorprodukt [tttt] senkrecht zu u ist. 
Es wird daher 

d* ~ "o di -rU ^^ ' 

Da nach dem Energieprinzip der Zuwachs der lebaadigen 
Kraft der Arbeit der äußeren Kräfte gleich ist, so folgt 

Bei der DiflFerentiierung von Skalaren, wie dolB, tttt nach 
der Zeit kommt es nicht darauf an, ob ein im Räume festes 
oder ein rotierendes Bezugssystem zugrunde gelegt wird. Wir 
erhalten daher 

(56) ^{^,» + „tt-T}=»^ + ttg, 

und für den speziellen Fall der Kreiselbewegung (d^ = 0) 

(57) ^{„tt-T}=tt^. 
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§ 14. Trägheitsmomente. Tensortripel. 

Die Form (54) des Momentensatzes führt sofort zu den 
Eulerschen Bewegungsgleichungen des Kreisels; da hier ein im 
Kreisel festes Bezugssystem xy z angenommen ist, so kann 
man den Drehimpuls U ein für allemal durch die Dreh- 
geschwindigkeit u ausdrücken; denn die Massen Verteilung in 
bezug auf die Achsen xy z ist konstant. 

Der Bezugspunkt bewegt sich nicht, es ist \ =» 0, mithin 
sind nach (35) die Geschwindigkeiten der Massenpunkte ge- 
geben durch 

li = [ttr]. 

Der Ausdruck (45) des Drehimpulses wird daher 

n 

tt=^m[r[ttr]], 
1 

er geht nach der Regel (32) über in 

n 

tt = ^m { ur^ — r (ur) } . 

1 

Nehmen wir Komponenten nach den Achsen xyz', so 
erhalten wir 



n 



K =2»» { «.' («='' + y'' + e') - ^' («.' aj' + tt,, y' + tt,. z) ) 

1 

und entsprechende Gleichungen, die wir schreiben können 

(58) tty, = ^21 tt^ + \^ tty, + \^ tt,,, 

Die Koeffizienten dieser linearen Gleichungen sind die 
Trägheits- und Deviationsmomente des Körpers 

n n n 

111 

n n n 

1 1 1 
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BtimmuDgsstücke festgelegt^ sei es^ daß wir als solche jene 
sechs Größen oder die drei Hauptträgheitsmomente k^, k^, k^ und 
drei die Lage der Hauptachsen bestimmende Angaben wählen 

Zustandsgrößen dieser Art sind in der theoretischen Physik 
nicht selten^ insbesondere in der Elastizitätstheorie werden sie 
von Wichtigkeit. Der Spannungszustand eines homogen de- 
formierten Körpers wird durch ein System von sechs Größen 
von diesem Charakter bestimmt; er ist immer aufzufassen als 
Zusammensetzung dreier Druck- oder Zugspannungen nach 
drei aufeinander senkrechten Richtungen. Daher rührt die 
Bezeichnung der in Rede stehenden Klasse physikalischer 
Größen als „TensortripeP', der auf ein bestimmtes Achsen- 
system bezogenen sechs Komponenten ^n • • • ^si als „Tensor- 
komponenten" Größen dieser Art treten, wie die obige 
Betrachtung lehrt, bei einer jeden symmetrischen linearen 
Vektorfunktion auf; sie lassen sich stets durch eine Mittelpunkt- 
fläche zweiten Grades darstellen, die allerdings im allgemeinen 
auch ein Hyperboloid sein kann (das stets positive Vorzeichen 
der Trägheitsmomente bedingt es, daß diese stets durch 
Ellipsoide repräsentiert werden). Sind die drei Hauptachsen 
der repräsentierenden Fläche zweiten Grades einander gleich, 
so artet das Tensortripel in einen Skalar aus; Beispiele hierfür 
sind das Trägheitsmoment einer homogenen Kugel um ihren 
Mittelpunkt, der Druck in einer reibungslosen Flüssigkeit. 

Auf die allgemeine lineare Vektorfunktion, die 12 Koeffi- 
zienten besitzt, kommen wir im § 17 zurück. 

§ 15. Die Gleichungen von Lagrange. 

Hat mau es mit einem Systeme von Massenpunkten zu 
tun, das gewissen, durch Gleichungen zwischen den Koordinaten 
der Massenpunkte auszudrückenden Einschränkungen der Be- 
wegungsfreiheit unterworfen ist, so führt man mit Lagrange 
neue Parameter p^p2 - - - Px ' ' ' Pi ein, welche die Lage des 
Systemes bestimmen; man wählt sie so, daß sie unabhängig 
voneinander sind; ihre Zahl (l) zeigt alsdann die Zahl der 
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Freiheitsgrade des Systemes an. Die Lage der sämtlichen 
n Massenpunkte werde durch die von einem festen Punkte aus 
konstruierten (n) Radienvektoren tj tj • • • r^ • • • r„ angezeigt, 
die Funktionen der Parameter p;^ sind. Die Geschwindigkeiten 

dt 
^' dt 

sind abhängig von den p^ und von deren Differentialquotienten 

nach der Zeit 

dp^ 

^^'^ dt' 

die man als Geschwindigkeitskomponenten im allgemeineren, 
Sinne bezeichnen kann. Aus diesen Festsetzungen folgt 

dt dt 



mithin 



dt 

dt ~ 




dt 

V 


V 


dp^ 


dp^ dp^ 




V _ 






dt , ati d ß^ 



= v,-^ und 7^=- 

fl.t.K/lVk 



dq^ dpj^ dpj, dt\dp 



)■ 



Die Bewegungsgesetze erhält man, indem man das 
D^Alembertsche Prinzip (§ 12), das die Dynamik auf die Statik 
zurückführt, mit dem statischen Prinzip der virtuellen Arbeit 
(§ 10) vereinigt. Dabei bezeichnet man die virtuellen Ver- 
rückungen der Massenpunkte, um sie von den bei der Bewegung 
wirklich stattfindenden dt^ zu unterscheiden, mit dr^. Das 
D'Alembertsche Prinzip verlangt: Die Summe der virtuellen 
Arbeiten der an den einzelnen Massenpunkten angreifenden 
äußeren Kräfte St^ und der Trägheitskräfte 

dt 

soll für jede mit den Systembedingungen verträgliche Ver- 
rückung verschwinden 



^ 

y = l 



(«,-m,-^', *r,) = 0. 
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Da die Konfiguration des Systemes durch die Parameter Pi 
bestimmt ist, so muß die Arbeit^ welche die äußeren Kräfte 
bei einer virtuelleii Verrückung leisten^ sich in folgender 
Form schreiben lassen 

n l 

Die P;i sind dabei als Kraftkomponenten im allgemeineren 
Sinne zu bezeichnen. 

Die virtuelle Arbeit der Trägheitskräftie hingegen ist 

Wir erhalten^ die oben abgeleiteten Beziehungen zwischen 
den Differentialquotienten der H^ und r^ beachtend 

/ du dt \ et / ^^\ / d ^^\ 

{- »»' -dt' eFj---di ('"»''- d^J + ('»»^' w wj 

Daher wird 



^ d dT dT 

dt dq^ ' dp. 

Es folgt schließlich als Forderung des D'Alembertschen 
Prinzipes 



2 



js i-n d dT , dT\ r. 



da die öp;^^ voneinander unabhängig sind^ so gelten l Diffe- 
rentialgleichungen 

Das sind die Lagrangeschen Gleichungen. Wir ver- 
stehen ihre Bedeutung am besten, wenn wir die Parameter p;j 
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als durch die Lage gewisser, auf vorgeschriebeuen Bahnen 
sich bewegender Antriebspunkte bestimmt ansehen; durch die 
Lage und Bewegung der Antriebspunkte soll die Konfiguration 
und Bewegung des ganzen Systemes, mithin auch die lebendige 
Kraft T bestimmt sein; die q^^ sind die Geschwindigkeiten der 
Antriebspunkte, die P;^ die Komponenten der äußeren Kräfte 
in Richtung der Bahn, die entweder, direkt oder durch den 
Mechanismus des Systemes übertragen, auf den betreffenden 
Antriebspunkt wirken. Diesen Kräften P^ sollen nun, das 
verlangen die Lagrangeschen Gleichungen, die an jedem An- 
triebspunkt angreifenden Tnlgheitskräfte der bewegten Massen 
das Gleichgewicht halten. 

Kommt dem mechanischen Systeme, außer der kinetischen 
Energie T, noch eine potentielle Energie U zu, so tritt zu der 
virtuellen Arbeit der äußeren ICräfte und der Trägheitskräfte 
noch die Abnahme der potentiellen Energie: 

2 = 1 ^ 

Durch Hinzufügung dieses Gliedes ergibt die obige Be- 
trachtung an Stelle von (63): 

^^^^ dt [dqj dp^ ^^' 

Führt man endlich die sogenannte „Lagrangesche 
Funktion"^ 

ein, und berücksichtigt, daß TJ von den q^^ unabhängig ist, so 
kann man die Lagrangeschen Gleichungen schreiben: 

(^'') i (11) - i - -P" 

Wenn wir es mit einer Maschine zu tun haben, deren 
innere Bewegungen wir nicht kcDnen, und die wir nur nach 
gewissen Kraftäußerungen beurteilen, so werden wir zweck- 
mäßig die Gleichimgen von Lagrange verwenden; dieselben 
verlangen nur die Kenntnis der Lagrangeschen Funktion, in 
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ihrer Abhängigkeit von Lage und Geschwindigkeit der An- 
triebspunkte; kennen wir diese Abhängigkeit, so können wir 
die Kräfte bestimmen, mit denen das System nach außen wirkt, 
auch wenn uns die Kenntnis der inneren Bewegung des 
Systemes fehlt. 

Das ist der Standpunkt, den Maxwell schließlich den 
elektromagnetischen Erscheinungen gegenüber einnahm. Er 
suchte diese als den Gesetzen der Mechanik unterworfen zu 
begreifen; er sah indessen von den speziellen mechanischen 
Bildern, die ihn wohl früher geleitet hatten, ab und begnügte 
sich damit, nachzuweisen, daß die allgemeinen Eigenschaften 
der Massensysteme, welche die Lagrangeschen Gleichungen aus- 
drücken, auch den elektromagnetischen Systemen zukommen. 



Zweites Kapitel. 

Die Tektorfelder. 

§ 16. Die hydrodynamische Abbildung. 

Im ersten Kapitel dieses Abschnittes entwickelten wir den 
Begriff des Vektors und die Regeln der Vektoralgebra in An- 
lehnung an die Mechanik des materiellen Punktes. Die Ge- 
schwindigkeit eines solchen wurde durch einen einzigen Vektor 
dargestellt. Die allgemeinste Bewegung des starren Körpers, 
der doch aus einer unendlichen Zahl materieller Punkte 
besteht, konnten wir durch zwei Vektoren abbilden, die von 
einem beliebig gewählten Bezugspunkte aus zu konstruieren 
waren. In diesem Kapitel knüpfen wir an die Aufgabe an, den 
Bewegungszustand einer den Raum erfüllenden Flüssigkeit zu 
analysieren. Hier sind die Geschwindigkeiten verschiedener 
Massenteilchen im allgemeinen als voneinander unabhä^ig 
anzusehen, es ist jedem Punkte sein besonderer Geschwindig- 
keitsvektor zuzuordnen. Die bewegte, den Raum erfüllende 
Flüssigkeit repräsentiert, wie man sagt, ein Vektorfeld. 
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Man spricht in der mathematischen Physik von dem Felde 
einer Zustandsgröße, wenn man den Wert der Zustandsgröße 
i^ einem räumlichen Bereiche in seiner Abhängigkeit vom 
Orte betrachtet, und nimmt die Werte im allgemeinen, d. h. mit 
Ausnahme einzelner Flächen, Linien und Punkte, als stetig an. 
Es gibt Skalarfelder (z. B. das Temperaturfeld) und Vektorfelder 
(z. B. das Schwerkraftfeld). 

Durch das Studium der Flüssigkeitsbewegungen ist die 
Theorie der Vektorfelder außerordentlich gefordert w'orden, 
insbesondere durch die grundlegenden Untersuchungen von 
Helmholtz über die Wirbelbewegungen. Auf ihnen faßte 
Maxwell, als er es unternahm, die Faradaysche Idee des Kraft- 
feldes mathematisch zu begründen. Maxwell waren hydro- 
dynamische Analogien sogar mehr als rein mathematische 
Bilder, hydrodynamische Vorstellungen über den Feld- 
mechanismus leiteten ihn bei der Aufstellung der Nahe- 
wirkungsgesetze des elektromagnetischen Feldes. 

Wir schließen uns demnach der historischen Entwicklung 
an, wenn wir in diesem Kapitel die mathematische Theorie 
der Vektorfelder an der Hand der hydrodynamischen Abbildung 
entwickeln. Wir denken uns eine den Baum erfüllende Flüssig- 
keit; den von Punkt zu Punkt im allgemeinen stetig wechselnden 
Geschwindigkeitsvektor t betrachten wir als Funktion des von 
dem festen Anfangspunkte aus konstruierten Radiusvektors r. 
Die Vektorfunktion ti=/*(r) gibt die Geschwindigkeit an, die 
an der Stelle herrscht, auf die sich r bezieht. Wir stellen in 
dieser Weise durch die hydrodynamische Abbildung ein be- 
liebiges Vektorfeld dar, in demselben Sinne, in dem wir im 
vorigen Kapitel einem beliebigen Vektor eine Verrückung zu- 
ordneten. Allerdings müssen wir dabei, um nicht auf spezielle 
Vektorfunktionen beschränkt zu sein, der Flüssigkeit zuweilen 
Eigenschaften zuschreiben, die von denen der wirklichen 
Flüssigkeiten einigermaßen abweichen. Das wird gestattet 
sein, da es sich hier nur um eine mathematische Analogie 
handelt. 
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§ 17. Die lineare Vektorftinktion. 

Die einfachste Vektorfanktion erhalten wir, indem wir 
die Komponenten des abbildenden Vektors kl linearen Funktionen 
der Baumkoordinaten gleichsetzen 

(65) Hj, = \ + a^^x + ttj^y + a^^z , 

Die drei von xyz freien Glieder sind offenbar die Kom- 
ponenten der Geschwindigkeit Üq des Anfangspunktes. 

Wir zerlegen den Vektor kl in zwei Vektoren kl' und H" 

H = H' 4- kl''. 

Dabei sollen die Komponenten von kl'; kl" folgendermaßen 
bestimmt sein 

^y' = ^oy - -sr - (a32 — a^j) + X -(o^^ - a^a), 

^/ = ^0. — ^ 2 (^13 ~ ö^3i) + y-2 K2 - 0^23)- 

^x = (^M^ + \ (»12 + 0^21) y + \ (»31 + »13)^; 
V = I (»12 + »21)^ + «22y + 2 (^23 + »32)^; 
^/' == 2" (^81 + ^13)^ + 2 (»23 + »82) y + »33 ^• 

Führen wir zur Abkürzung einen Vektor u ein, mit den 
Komponenten 

tt« == 2' (^32 — »23); ^y = 2 (^13 - »31); ^* = 2 (^21 - »12); 

so ist, in vektorieller Schreibweise, zu setzen 

ki'==kio-[ru] = kio + [ur]. 

Der Vektor kl' stellt also eine Bewegung dar, die auch 
ein starrer Körper ausführen könnte, d. h. bei der immer je 
zwei Flüssigkeitsteilchen ihren Abstand behalten, bei der also 
die Form eines gegebenen Quantums der Flüssigkeit sich nicht 
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ändert. Der Vektor kl" hingegen ist mit den Komponenten 
von r durch lineare homogene Gleichungen verknüpft^ die eine 
symmetrische lineare Vektorfunktion von der aus § 14 be- 
kanikten Art darstellen. Die sechs Koeffizienten 

sind daher als Komponenten eines Tensortripeis zu bezeichnen. 
Führen wir die Hauptachsen der durch dieses Tensortripel be- 
stimmten Mittelpunktsfläche zweiten Grades als Koordinaten- 
achsen (|i?5) ein, so erhalten wir Gleichungen von der Form 

Die hierdurch dargestellte Bewegung setzt sich aus drei 
Bewegungen, parallel den Achsen der J^rj^, zusammen, bei denen 
die diesen Achsen parallelen Flüssigkeitszylinder mit den 
durch a^y a^, a^ angezeigten Geschwindigkeiten sich verlängern 
oder verkürzen, je nachdem diese Koeffizienten positiv oder 
negativ sind. Die Bewegung können wir als Formänderungs- 
bewegung bezeichnen, oder als Dilatation nach drei senk- 
rechten Richtungen, indem wir Kompression als negative 
Dilatation einschließen. Die allgemeinste, durch eine lineare 
Vektorfunktion (65) darzustellende Bewegung setzt sich nach 
den Regehl der Vektoraddition zusammen aus einer ParaUel- 
verschiebuDg der Flüssigkeit, welche den Anfangspunkt mit 
der ihm vorgeschriebenen Geschwindigkeit H^ bewegt, einer 
Rotation, und einer Dilatation nach drei senkrechten Richtungen. 
Der Vektor u der Rotationsgeschwindigkeit, und das für die 
Förmänderungsbewegung maßgebende Tensortripel sind durch 
die neun Koeffizienten a^^ . . . a^^ bestimmt. 

Obwohl die Flüssigkeitsbewegung, welche durch die lineare 
Vektorfunktion dargestellt wird, sehr spezieller Art ist, so 
kann man doch die allgemeinste stetige Bewegung auf diese 
zurückführen, wenn man nicht die ganze Flüssigkeit, sondern 
einen Teil ins Auge faßt, der nur einen kleinen Biereich 
erfüllt. Es mag der Bereich den Punkt umgeben, der für 
den Moment als Koordinatenanfang genommen werden mag. 

Abraham, Theorie der Elektrizität I. 3. Aufl. 4 
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Alsdann führt eine Mac-Laurinsclie Entwicklung, die bei hin- 
reichender Einschränkong des Bereiches mit den linearen 
Gliedern abzubrechen ist, zu der linearen Vektorfunktiou 



(66) 





dn du 

* cy ^ dz ' 


du 
^ - \ + 8x ' 




du 

"«-»<-+ a; 


an du 

'^+ 3y''y+ dz''- 


Die Koeffizienten der 


xyz sind dabei die Werte deir 


»rentialauotienten * neA 


'. im Punkte 0. 



dx 

Aus den oben an die allgemeine lineare Yektorfnnktion 
angeknüpften Betrachtungen folgt jetzt der Helmholtzsche 
Satz: Man kann die Flüssigkeitsbewegung eines hin- 
reichend kleinen Bereiches immer betrachten als 
Superposition einer Translation, einer Rotation und 
einer Dilatation nach drei senkrechten Richtungen. 
Die Komponenten der Rotation sind 

1 /dn^ du \ 1 /dn^ du \ i /^^ du \ 

während die Komponenten des für die Formänderungsbewegung 
maßgebenden Tensortripeis gegeben werden durch 

du du du i /du dnx . /du dnx i /du dnx 

d« dy dz 2\dy^czJ 2\dz ^ dxJ 2\dx^dy/ 

Die soeben vorgenommene Zerlegung ist für jeden Punkt 
verschieden; sie ist daher nicht geeignet, eine Übersicht über 
die Flüssigkeitsbewegung im ganzen zu geben. Hierfür sind 
andere Methoden ausgebildet worden, zu deren Darlegung wir 
uns jetzt wenden. 

§ 1& Das wirbelfreie Feld und das PotentiaL 

Aus einem jeden Skalarfelde können wir folgendermaßen 
ein Vektorfeld ableiten. Wir denken uns den Skalar q) von 
Punkt zu Punkt stetig veränderlich. Die Zunahme, welche 
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er beim Fortschreiten längs des Linienelementes d% erMirt^ 
dividiert durch dessen Länge ds, mag die Komponente des 
Vektors t in Bichtung des Linienelementes ergeben. Es soll 
also 

* 08 

sein und speziell die Komponenten parallel den Koordinaten- 
achsen 

II i? ii~?^ h —^ 
*■«"" dx^ ^y'^ dy^ ^''^ dz ' 

Aus der Beziehung y 

£?-=^.^4-^ ^j/.^y dz_ 
da ^^ dx "^8 dy da dz ds^ 

in welcher den -K-y ^, ^^ die Bedeutung von Richtungscosi- 
nussen zukommt^ geht hervor^ daß sich die Komponenten von 
kl in der Tat wie Vektorkomponenten verhalten. 

Der soeben elugeführte Vektor kl zeigt die Richtung des 
größten Anstieges des Skalars ^ an, sein Betrag den auf die 
Längeneinheit bezogenen Betrag des größten Anstieges 



• I -1/©"+ (ii)'+ m 



Wir nennen ihn den „Gradienten" des Skalars 9?; wir 
wollen uns indessen nicht des von manchen Autoren ver- 
wandten Symboles „grad" für diesen Begriff bedienen, sondern 
einer anderen symbolischen Schreibweise, die auf Hamilton, 
den Erfinder des Quaternionenkalküls, . zurückgeht. Greifen 
wir nämlich auf die im § 3 eingeführten Grundvektoren i|f 
zurück, so könneu wir schreiben 

Man führe nun den sogenannten Hamiltonschen Opera- 
tor V ein 

V = i— -f t— + f— 
^ ^dx^ ^dy^^dz 

und rechne mit ihm nach den Regeln, die für die Multiplika-* 

tion eines Vektors mit Skalaren im vorigen Kapitel angegeben 

4* 
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wurden; indem man die an Stelle der Yektorkomponenten 
tretenden Differentialoperatoren 

_a_ d d 

dx^ dy ^ dz 
wie Skalare behandelt; dann erhält man 

(68a) ,=.V^=(i||+i|| + l||) 

als symbolischen Ausdruck der Gleichung (68). 

Für zwei Wege 5, s\ die beide von einem Punkte 1 zu 
einem Punkte 2 führen, ist nach der Definition des Vektors H 

2 2 

j ^^ds =J -^^ds - 9^8 - 9^1, 
1 1 

2 2 

j K^s =J ^^ ds =^(p^-(p^, 

1 1 

Das hier auftretende Integral nennen wir kurz das 
Linienintegral des Vektors kl. Es ist das über alle 
Elemente des Integrationsweges erstreckte Integral des inneren 
Produktes aus kl und d%. In dem Felde eines Gradienten hat 
es, wie wir sehen, den gleichen Wert für irgend zwei Wege, 
die zwei bestimmte Punkte des Feldes verbinden. Es ver- 
schwindet für jeden geschlossenen Weg 

p 

(69) Jts^ds^O. 

Wir wollen die Flüssigkeitsströmung, die das Feld des 
Vektors kl abbildet, wirbelfrei nennen, wenn sein Linien- 
integral längs eines jeden geschlossenen Weges verschwindet, 
and auch das abgebildete Feld in diesem Falle als wirbelfreies 
bezeichnen. Dann können wir den Satz aussprechen: Das 
Feld des Gradienten eines Skalars (p ist stets ein 
wirbelfreies. 

In einem Kraftfelde gibt das Linienintegral des Kraft- 
vektors die Arbeit an. Die Bedingung, daß das Linienintegral 
längs einer jeden geschlossenen Kurve Null sein soll, besagt 
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hier das Folgende: es ist nicht möglich^ durch wiederholtes 
Herumführen eines materiellen Punktes längs eines geschlossenen 
Weges unbegrenzt Arbeit zu gewinnen. Wir haben gezeigt^ 
daß diese Bedingung erfüllt ist^ wenn der Eraftvektor der 
Gradient eines Skalars ist. Umgekehrt gilt der Satz: Ein 
wirbelfreies Vektorfeld ist stets als Feld des Gra- 
dienten eines Skalars aufzufassen. 
In der Tat, es ist durch 

2 



9^2 ^ ^1 +J K^^ 



ein Skalar von der verlangten Eigenschaft definiert. Die 
Definition ist eine eindeutige, wenn der Wert im Punkte 1 
festgesetzt ist^ denn das Linienintegral des wirbelfreien Vektors H 
verschwindet für jeden geschlossenen Weg, es hat daher den 
gleichen Wert für alle diejenigen Wege, die von dem festen 
Punkte 1 zu dem beliebigen Punkte 2 führen. Der Wert 9?^ 
im Punkte 1 ist willkürlich. Ist das ganze unendliche Feld, 
nicht nur ein Teil desselben, wirbelfrei, so bestimmt man diese 
additive Eonstante meist so, daß q) im Unendlichen ver- 
schwindet 

Ist das Feld, um das es sich handelt, ein Eraftfeld, so 
nennt man (— (p) das Potential, oder besser das skalare Po- 
tential. Die Existenz eines Potentials ist die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, daß nicht aus dem Eraftfelde 
auf die angegebene Weise Arbeit unbegrenzt zu gewinnen ist. 
Das wirbelfreie Eraftfeld der Schwerkraft war . es, aus dem 
zuerst der Begriff des Potentiales erwuchs. Auf die Hydro- 
dynamik hat man diesen Begriff übertragen, indem man den 
jeder wirbelfreien Bewegung zugeordneten Skalar (— 9?) als 
Geschwindigkeitspotential bezeichnete. 

§ 19. Die Ergiebigkeit eines Quellenfeldes 

und die Divergenz. 

Der idealen Flüssigkeit, die unserer hydrodynamischen 
Abbildung zugrunde liegt, schreiben wir weiterhin die Eigen- 
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Schaft der InkompressibiUtät zu. Hierdurch wird eine Be- 
schränkung der Bewegungsfreiheit der Flüssigkeit eingeführt, 
da in dem mit Flüssigkeit gefüllten Gebiete durch eine jede 
geschlossene Fläche im ganzen ebensoviel Flüssigkeit aus- 
strömen, wie einströmen muß. Mit Hufe einer solchen Strö- 
mung könnten wir nur ganz spezieUe Vektorfelder abbüden. 

um diese Beschränkung nachträglich wieder aufzuheben, 
lassen wir zu, daß an gewissen Stellen des Raumes unsere 
ideale Flüssigkeit fortwährend neu erzeugt, an anderen solche 
vernichtet wird. Stellen der ersten Art wollen wir als Quellen, 
Stellen der zweiten Art als Senken oder auch als negative 
Quellen bezeichnen; wir behalten uns indessen vor, das Wort 
Quelle auch in dem allgemeineren Sinne zu gebrauchen, daß 
es die positiven und negativen Quellen umfaßt. Durch An- 
nahme eines geeigneten Quellensystemes sind wir nun in der 
Lage, ein beliebiges Vektorfeld durch eine stationäre Bewegung 
einer inkompressibeln Flüssigkeit abzubilden. 

Wir nehmen die Quellen als stetig über den Raum ver- 
teilt an. Es entsteht dann die Aufgabe, ein Maß für die Er- 
giebigkeit des Quellensystemes zu finden. 

Wir denken uns zu diesem Zwecke im Innern der Flüssig- 
keit ein kleines rechtwinkliges Parallelepiped von den Kanten- 
längen a, b, c. Den Koordinatenumfang legen wir in den 
Mittelpunkt des Parallelepipeds, die Koordinatenachsen xye 
seinen Kanten parallel. Die Flüssigkeitsbewegung soll stetig 
und das Parallelepiped so klein sein, daß wir auf seinen Seiten- 
flächen den Vektor ü mit Hilfe der Formeln (66) berechnen 
können. 

Wir berechnen die Flüssigkeitsmenge, die im ganzen in 
der Zeiteinheit aus dem Parallelepiped herausströmt. Wir 
betrachten zuerst die beiden zur a?-Achse senkrechten Seiten- 
flächen, für die 

ist. Durch die eine auf der Seite der positiven x liegende 
Fläche entströmt die Menge 
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^2^2 ^2^2 



fdyfd,t>^ -fdyjdz[^,,+ iL» . I + iL« . y +iL. . ,). 



2 2 2 2 



Da 



an du an 

u X a; X 



•*' aa; ' a«/ ' a^f 

hier Eonstanten sind, die sich auf den Mittelpunkt des Parallel- 
«pipeds beziehen; so fallen die mit y und z behafteten Glieder 
heraus und wir erhalten 

ati 



f ati a] 



für die Strömung durch diese Fläche, und ebenso 

an 






für die Strömung, die durch die gegenüberliegende Seite das 
Paralleiepiped verläßt; die Summe beider Glieder ist 

an 

a-b ' c, ^-^• 
ex 

Fügt man zwei entsprechende Ausdrücke hinzu, welche die 
Strömung durch die beiden anderen, zur y- bzw. ^ef-Achse senk- 
rechten Seitenpaare angeben, so erhält man für die Ergiebigkeit 
der im Innern des Parallelepipeds liegenden Quellen 

, /an^ an„ anA 

\dx dy ' dz/ 

Dieser Ausdruck gilt mit um so größerer Annäherung, je 
Meiner das Paralleiepiped ist, er gilt exakt im Grenzfalle eines 
"verschwindend kleinen Parallelepipeds, falls die der Gleichung 
(66) zugrunde liegende Voraussetzung einer stetigen Flüssigkeits- 
strömung erfüllt ist. 

Die auf die Volumeinheit bezogene Ergiebigkeit der 
Flüssigkeitsquellen nennen wir die Divergenz des Vektors H 
und schreiben symbolisch 

(70) divli^^^ + ^^ + ^. 
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Der bydrodjiiamischen Bedentnng der DiTcrgenz ent- 
sprechend, ist dieselbe als skalare Größe zn betrachten. PositiTe 
Werte dieses Skalars zeigen an, daB an dem betreffenden Punkte 
des Feldes Quellen, negative, daß Senken Torhanden sind. 
Aus jedem Yektorfelde ist durch Berechnung der 
Dirergcnz ein Skalarfeld, das Quellenfeld, abzuleiten. 
Die Dirergenz eines Vektors ist ein eigentlicher 
Skalar oder ein Pseudoskalar, je nachdem der be- 
treffende Vektor ein polarer oder ein axialer ist; denn 
geht man durch Umkehmng der Koordinatenachsen Ton dem 
Beehtssysteme zu einem Linkssysteme über, so wechseln die 

o o o 

Differentiationssymbole v-, >--, -— wie polare Vektorkompo- 
nenten das Vorzeichen, die Divergenz eines pokren Vektors 
behält also beim Übergang zu einem Linkssysteme das Vor- 
zeichen bei, die Divergenz eines axialen Vektors kehrt es um. 
Es ist bemerkenswert, daß man die Divergenz erhält, wenn 
man den Hamiltonschen Operator 

dx ^ oy dz 

nach den Regeln der skalaren Multiplikation (§ 5) mit dem 
Vektor 

vereinigt: 

VH — divH. 

Maxwell nannte die mit negativem Vorzeichen genommene 
Divergenz die Konvergenz des betreffenden Vektors; da er 
nicht die Multiplikationsregeln (19) für die örundvektoren 
ii — + 1, sondern die Regeln der Quatemionentheorie ii = — 1 
verwandte, so schrieb er 

VH =» conv H. 

In dieser Schrift wird das Symbol V für den Gradienten 
reserviert und für die Divergenz immer das Symbol div ge- 
schrieben. 

Wir berechnen die gesamte Flüssigkeitsströmung durch 
eine geschlossene Fläche /*, die einen mit Flüssigkeit erfüllten 
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Raum V begrenzt. Infolge der Unzusammendrückbarkeit muß 
die Menge Flüssigkeit, welche die in einem Räume enthaltenen 
Quellen im ganzen in der Zeiteinheit erzeugen, durch die Ober- 
fläche nach außen strömen. Führt man die Summation über 
alle die infinitesimalen Parallelepipede aus, in die man den 
Raum geteilt denkt, so erhält man den Überschuß der in der 
Zeiteinheit ausströmenden über die einströmende Flüssigkeit. 
Ist n die nach außen weisende Normale der Fläche, so gibt 
df . Il„ die durch df in der Zeiteinheit von innen nach außen 
strömende Flüssigkeit an, es wird daher 

(71) fdvdiYt^^Jdß^. 

Diese Gleichung spricht den sogenannten Gaußsclien Säte 
aus. Mit Rücksicht auf die große Bedeutung dieses Satzes 
für die Elektrizitätslehre geben wir einen zweiten strengeren 
Beweis, der sich von Spezialisierung, die in der parallelepipe- 
dischen Einteilung des Raumes liegt, frei macht. 

§ 20. Die Sätze von Gauß und Green. 

Wir beweisen den Gaußschen Satz für ein begrenztes 
räumliches Gebiet von folgenden Eigenschaften. Jede Parallele 
zu einer der Koordinatenachsen soll die Oberfläche f nur zweimal 
schneiden. Besitzt ein Gebiet nicht diese Eigenschaft, so läßt 
es sich doch durch geeignet gelegte Schnittflächen stets in eine 
endliche Zahl von Stücken zerlegen, denen die vorausgesetzte 
Eigenschaft zukommt. Ist der Gaußsche Satz für die einzelnen 
Raumstücke bewiesen, so folgt durch Summation seine Gültig- 
keit für das ganze Gebiet, da die auf die Schnittflächen bezüg- 
lichen Beiträge der Flächenintegrale sich aufheben. 

Wir legen jetzt eine Gerade parallel der a;-Achse. Es 
seien x\ x'' die ir-Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden 
mit der Fläche /*, femer w', n" die nach außen weisenden, in 
diesen Schnittpunkten auf der Fläche errichteten Normalen. 
Die erste Normale n' schließt einen stumpfen, die zweite w" 
einen spitzen Winkel mit der a;-Achse ein. Wir legen femer 
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§ 20 



einen Balken (Abb. 7) von dem nnendlicli kleinen rechteckigen 
Querschnitt dyde und mit jener Geraden als Achse; derselbe 
mag aus der Oberfläche f die Elemente df\ df" heraus- 
schneiden; dann ist 

— df cos nx = + df" cos n"x — dy dz. 

Wir erhalten durch Integration längs des Balkens 



X- 






%' 





^x 



Abb. 7. 



wo H^p', H^p" sich auf die durch rc', oi^ bestimmten Schnittpunkte 
beziehen. Es wird 

/dt 
j^dx-^ df t^J cos (n^x) + df't^J' cos (n"a?) . 

X' 

Indem man nun den ganzen Baum durch Ebenen parallel der 
(xy)' imd (a?isr)-Ebene in derartige Balken zerlegt, teilt man 
gleichzeitig die Oberfläche in Elemente df, von denen jedes 
nur einmal vorkommt. Es ist daher 

Durch entsprechende Zerlegungen des Raumes in Balken, deren 
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Längsachsen der j^- Achse bzw. ^er- Achse parallel sind^ und durch 
Integration der beiden anderen Glieder der Divergenz über den 
so zerlegten Raum erhält man entsprechende Gleichungen; 
die Addition der drei so gewonnenen Gleichungen ergibt den 
Gaußschen Satz 

(71a) / dft;divd= / d/^f d^ cos Wir -fdy cos ny-fH, cos njer}=« 1 dft^^. 

Die soeben gegebene Ableitung zeigt; daß der Gaußsche 
Satz nichts anderes als eine Formel der Integralrechnung ist; 
deren Gültigkeit nur die Stetigkeit des Vektors H in dem 
betrachteten Gebiete voraussetzt. Sie führt uns zu einer all- 
gemeineren Fassung der Definition der Divergenz: Der Wert 
der Divergenz des Vektors d in einem Punkte P des 
Feldes wird erhalten, indem eine kleine, den Punkt P 
einschliessende Fläche f konstruiert und die nach 

außen tretende Strömung / d/*d„ berechnet wird; de^ 

Grenzwert, dem der Quotient aus dieser Strömung 
und Volum ^v des von f begrenzten Baumes zustrebt, 
wenn man das Volumen mehr und mehr verkleinert, 
definiert den Wert der Divergenz im Punkte P. 

divli=»lim'^-^. 

Diese Definition ist insofern allgemeiner als diejenige des 
vorigen Paragraphen, als sie über die Form der Fläche, fät 
welche die Strömung berechnet wird, keine einschränkende 
Voraussetzung macht. Der erhaltene Wert ist, wie wir er- 
kennen, unabhängig von der Form der Fläche, insbesondere 
auch von dem der früheren parallelepipedischen Definition 
zugrunde liegenden Koordinatensystem. Damit ist erst die 
skalare Natur der Divergenz streng bewiesen. 

Jede für die Divergenz irgendeines Vektors erhaltene 
Relation läßt sich mit EUlfe des Gaußschen Satzes sofort 
in eine Beziehung zwischen Volumintegralen und Flächeur 
integralen umsetzen. Es sei ^. B. ein Vektor H das Produkt 
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aus einem Skalar ^ und einem zweiten Vektor 9 

n = ^ • W. 

Dann wird die Divergenz von H 

divH-t^divW + P'.« +1^-« +1^-«, 

oder, da ^, T^^ ^ ^^^ § 18 die Komponenten von V^ sind 

(72) div^« = ^div« + «V^. 

Die Anwendung des Qaußschen Satzes ergibt 

(73) fdftlf% =^fdv { ^ div « + « V^ } 

für jede geschlossene, den Baum v des Feldea einschließende 
Fläche f. 

Es sei zweitens der Vektor H in dem betrachteten 
Räume wirbel&ei verteilt, also, nach § 18, als Gradient eines 
Skalars ^ aufzufassen 

Alsdann ist die Divergenz 

(73a) div« = diTV<p = g + g^ + 0. 

Die Divergenz eines Vektors erhält man, wie im vorigen 
Paragraphen erwälint wurde, mit Hilfe des Hamiltonschen 
Operators, indem man diesen mit dem Vektor nach den Regeln 
der skalaren Multiplikation verknüpft. Man schreibt daher 

d* d* d* 
Den Operator V* = ^—^ + ^-^ + -^ nennt man „Laplace- 

schen Operator^^, mit Rücksicht darauf, daß die Gleichung 
V*9 = die Laplacesche Gleichung heißt. 

Die Laplacesche Gleichung sagt nichts anderes 
auS) als daß die wirbelfreie Strömung H =» V9> gleich- 
zeitig quellenfrei sein soll. 
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Den OauBschen Satz auf den Vektor Vq> anwendend, er- 
hält man 

(74) Jdf/^ ^JdvV*^. 

Wir setzen endlich in Gleichung (73) Ä « Vy und er- 
halten 

(75) /^/*^^| -J^^ { ^ VV + (Vg) V^) } . 

Diese Formel wird der „Greensche Satz" genannt; sie 
geht, wenn ^ =* 1 gesetzt wird, in (74) über. 

Vertauscht man in Gleichung (75) die Skalaren y, ^, so 
erhält man 

Zieht man diese Gleichung von jener ab, so fällt das innere 
Produkt (V^V^) heraus, und man erhält die wichtige Formel 

(76) Jd^{^|^-<pUj=Jd«{^VV-«)pVV}^. 

Die Gültigkeit des Gaußschen Satzes hatte die Endlichkeit 
und Stetigkeit des Vektors d, deren Divergenz einging, zur 
Voraussetzung. Die letzte Formel (76), die durch Integration 
von divj^V^) — g?V^} über das Raumstück v entstanden ist, 
setzt demgemäß die Endlichkeit und Stetigkeit der Skalaren 
9, ^ und ihrer Gradienten in dem von der Fläche f be- 
grenzten Gebiete voraus. 



§ 21. Quellpunkte. 

Wir haben bisher die Quellen immer als stetig verteilt, 
den Wert der Divergenz immer als endlich vorausgesetzt. In 
Wirklichkeit ist diese Annahme bei allen Vektorfeldern erfüllt. 
Indessen gibt es Fälle, wo die Verteilung der Quellen sich 
einer unstetigen nähert, indem sie nahezu auf Punkte, Linien 
und Flächen zusammengedrängt erscheinen. Da die unstetigen 
Verteilungen sich mathematisch zuweilen einfacher behandeln 
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lassen; als die stetigen^ so idealisiert man wohl die Probleme^ 
indem man mit imstetiger Verteilung rechnet. Man muß dabei 
allerdings^ wenn man Fehlschlüsse vermeiden will^ im Auge 
behalten^ daß man mit Annahmen operiert^ die der Wirklich- 
keit nicht genau entsprechen. 

Immerhin erscheint es zweckmäßig, in diesem Paragraphen 
die von Quellpimkten erzeugte wirbelfreie Strömung zu be- 
handeln. Wir gehen von dem Falle eines einzelnen Quell- 
punktes in einer den ganzen Raum erfüllenden Flüssigkeit 
aus^ Nach der Symmetrie wird die dem Quellpunkte ent- 
strömende inkompressible Flüssigkeit sich nach allen Richtungen 
gleichmäßig ausbreiten. Sie wird radial abfließen, indem 
durch alle die konzentrischen , um den QueUpunkt als Mittel- 
punkt gelegten Eugelflächen die gleiche Strömung hindurch- 
tritt. Dieselbe gibt die Ergiebigkeit der Quelle an, wenn 
wir diese, wie bisher, durch das Volumen der heraustretenden 
Flüssigkeit messen. Es soll aber von jetzt an die Ergiebig- 
keit durch die Masse der idealen Flüssigkeit bestimmt und 
deren Dichte, über die wir noch beliebig verfügen können, 

gleich — gesetzt werden. Das geschieht, um in den Formeln 

die Analogie des Strömungsfeldes und des in absoluten elektro- 
statischen Einheiten gemessenen elektrischen Kraftfeldes deut- 
lich hervortreten zu lassen. 

Die so gemessene Ergiebigkeit e der Quelle beträgt 



= kS^f^n = 






umgekehrt drückt sich die radiale Geschwindigkeit durch die 
Ergiebigkeit folgendermaßen aus: 



K=^^ty 



sie nimmt mit dem reziproken Quadrate der Entfemimg r vom 
Quellpunkte ab und wird unendlich, wenn man in den Quell- 
punkt hineingeht. 

Die wirbelfreie Natur der Strömung bringt es mit sich, daß 
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der Vektor d sicli als negativer Gradient eines Potentiales darstellt 

(77) d = -V<)p, <)p = f 

Im Ausdruck des Potentiales q) und der Geschwindigkeit tl 
wird, wie man sieht, der Faktor An durch die über die Dichte 
getroffene Festsetzung beseitigt; er kommt aber an einer 
anderen Stelle wieder herein, nämlich in die Beziehung, welche 
die Ergiebigkeit e mit der über eine den Quellpunkt ein- 
schließende Fläche integriertön Normalkomponente von H ver- 
knüpft: 

(78) fKdf= 4«e. 

Haben wir nun eine Reihe von h Quellpunkten, von den 
Ergiebigkeiten e^ ... e^^y deren Felder sich superponieren, so 
kann man das resultierende Feld entweder durch geometrische 
Addition der Vektoren di ... d;^ , oder einfacher durch alge- 
braische Addition der skalaren Potentiale ^i • . . 9^ bestimmen: 

h k 

(79) 11-2»' ^^P' 'P=2v- 

Konstruiert man eine geschlossene Fläche, die eine Zahl von 
QueUpunkten einschließt, so ist das Flüssigkeitsvolumen, welches 
durch die Fläche nach außen tritt, gleich 4;rmal der alge- 
braischen Summe der Ergiebigkeiten der eingeschlossenen Quellen. 

Schließt die Fläche das ganze endlich ausgedehnte Quell- 
system ein, so ist das Volum der herausströmenden Flüssigkeit 

h 



4:7t ^e^. 



/ = 1 
Ist die Fläche eine Kugel, deren Mittelpunkt innerhalb des 
Quellsystems liegt, so nähert sich in dem Maße, wie der 
Radius JR der Kugel wächst, die Strömung einer radialen; 
denn je größer der Kugelradius gegen den größten Abstand 
zweier Quellpunkte ist, um so geringer ist der Fehler, den 
man begeht, wenn man in (79) 
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gegen 1 yemachlässigt, d. h. jedes r. durch B ersetzt, wodurch 

h 

1 = 1 

wird. In solchen Entfernungen wirkt das Quellsystem wie ein 
einzelner Quellpunkt im Mittelpunkt der Kugel, dessen Er- 
giebigkeit gleich der gesamten Ergiebigkeit des Quellsystems 
ist. Im allgemeinen verschwindet daher das Potential im Un- 
endlichen wie die reziproke erste Potenz, die radiale Ge- 
schwindigkeit, wie die reziproke zweite Potenz von i2. 

§ 22. Doppelquellen. 

Besonderes Interesse verdienen diejenigen Quellensysteme, 
in denen die Summe der Ergiebigkeiten der positiven und 
der negativen Quellen Null ist. Hier verschwindet im Unend- 
lichen das Potential von höherer als der ersten, die radiale 
Geschwindigkeit von höherer als der zweiten Ordnung; die 
Strömung durch eine das ganze Quellensystem einschließende 
Fläche ist gleich Null 

Das einfachste Feld dieser Art ist dasjenige, welches von 
zwei benachbarten Quellpunkten von gleicher Ergiebigkeit, 
aber entgegengesetztem Vorzeichen, erzeugt wird. W^ir wollen 
dieses Quellensystem eine „Doppelquelle" nennen. Das 
Potential des zugehörigen wirbelfreien Feldes wird erhalten, 
indem der Grenzwert berechnet wird, dem die DiflFerenz 

zustrebt, wenn Quellpunkt und Senkpunkt ganz nahe 

aneinander rücken. Es wird für das Verständnis dieses Grenz- 
überganges nützlich sein, einige Begriffe zu erläutern, die 
bisher nicht zur Sprache gekommen sind. 

Wir haben in § 18 die Operation V kennen gelernt; die- 
selbe gab den auf die Längeneinheit berechneten Zuwachs an, 
den der betreffende Skalar bei einer Verschiebung nach 
irgendeiner Richtung erfuhr. Wir haben nun im Felde 
eines Quellpunktes zwei Arten von Verschiebungen zu unter- 
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scheiden, solche, bei denen der betrachtete Punkt des Feldes, 
den wir Aufpunkt nennen wollen, verschoben, aber der 
Quellpunkt festgehalten wird, und solche, bei denen der Auf- 
punkt festgehalten und der Quellpunkt verschoben wird. 
Erteilt man dem Quellpunkt und dem Aufpunkt gleiche und 
gleichgerichtete Verrückungen, so behält jede Größe, die nur 
vom Abstand r der beiden Punkte abhängt, ihren Wert bei; 
denn der Abstand von Quellpunkt und Au^unkt ändert sich 
bei einer solchen gemeinsamen Verschiebung nicht. Mithin 
ist eine Verrückung des Quellpunktes nach irgend- 
einer Richtung äquivalent einer Verrückung des Auf- 
punktes von dem gleichen Betrage, aber nach der 
entgegengesetzten Richtung. Indem wir den Zuwachs bei 
Verschiebung des Aufpimktes und des Quellpunktes V^ und 
V^ schreiben, können wir das Ergebnis unserer Betrachtung, 

angewandt auf die Größe , ausdrücken durch 

(80) v/^ = -V,-J- 

Die gewöhnliche, an skalare Größen sich anlehnende Be- 
trachtungsweise führt zu demselben Resultate, indem sie den 
Abstand von Quellpunkt und Aufpunkt 



r = yix- 1)^ + (y- 7]y + (« - ty 

setzt, wo xy0 die Koordinaten des Aufpunktes, S^g die- 
jenigen des Quellpunktes sind. Es ist dann 

dr dr dr dr dr er 

dx^^M^ ^~~'dn' 'dz~'~H' 

woraus der obige Satz für jede ausschließlich von r abhängige 
Größe folgt. 

Bei der Aufgabe, von der wir ausgingen, nämlich das 
Potential einer Doppelquelle zu berechnen, ist eine Ver- 
rückung des Quellpunktes vorzunehmen, und zwar in der 
Richtung vom Senkpunkte zum Quellpunkte, und um eine 
sehr kleine Strecke, die gleich dem Abstände l der beide» 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. 8. Aufl. 5 
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Punkte ist. Wir fahren einen neuen Vektor nt ein, den wir 
^Moment der Doppelquelle^^ nennen; seine Richtung soll 
vom Senkpunkte nach dem Quellpunkte weisen , und sein 
Betrag soll gleich sein der Ergiebigkeit (e) des Quellpunktes, 
multipliziert mit dem Abstände l Yom Quellpunkt und Senk- 
punkt: Intj^e!. Dann erhalten wir als Potential der 
Doppelquelle: 

(81) 9 = (m V,i) = - (w V,^) , 

oder, in skalarer Schreibweise 

^7 ^7 ^7 

(81a) 9 = vx^-^A- vXy-^ + vx,j^ 

7 4 4 

** + ^yj^ + ^'ä7 

Die Formel (81) gilt als Näherungsformel für ein Quell- 
paar entgegengesetzten Vorzeichens und für Entfernungen 
des Aufpunktes, die groß sind gegen den Abstand von 
Quellpunkt und Senkpunkt. Sie gilt streng für beliebige Ab- 
stände des Aufpunktes von der Doppelquelle, wenn man l 
gleich NuU macht; dabei muß natürlich, wenn |iit| endlich 
bleiben soll, die Ergiebigkeit e unendlich werden, in der 
Weise, daß das Produkt e -l bei dem Grenzübergang einem 
bestimmten endlichen Werte zustrebt. Der Punkt r == ist 
natürlich bei der Doppelquelle ebenso wie bei der einfachen 
Quelle, aus dem Felde auszuschließen, weil die Geschwindig- 
keit dort unendlich wird. Hier liegt ein Fall vor, wo die 
idealisierende Voraussetzung unstetiger Verteilung der Quellen, 
auf das Quellgebiet selbst angewandt, zum Widerspruche mit 
der Wirklichkeit führt. 

§ 23. Berechnung des wirbelfreien Vektorfeldes 

aus dem Quellenfelde. 

Wir kehren zur Untersuchung des wirbelfreien Vektor- 
feldes mit stetig über den Baum verteilten Quellen zurück. 
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Dabei soll; ebenso wie im letzten Paragraphen^ die Ergiebig- 
keit der Quellen nicht durch das Volumen, sondern durch 
die Masse der erzeugten idealen Flüssigkeit von der Dichte 

-— definiert sein. Man hat dann, auf die Volumeinheit be- 

rechnet, die Ergiebigkeit 

und da in dem wirbelfreien Felde der Vektor tl der negativ 
genommene Gradient eines Potentiales ist, 

(82) 47CQ = divH = — div V9) = — V*9>. 

Die letzte Gleichung lehrt, aus dem Vektor d, bzw. 
aus seinem Potentiale 9, die Verteilung der Quellen zu be- 
rechnen. Es mag jetzt die umgekehrte Aufgabe vorgelegt 
sein: Aus dem gegebenen Quellenfelde soll das Vektorfeld 
berechnet werden, das als stetig und wirbelfrei vorausgesetzt 
wird; dabei wird angenommen, daß die Quellen durchweg im 
Endlichen liegen, daß also außerhalb eines gewissen endlichen 
Bereiches q gleich Null ist. 

Es fragt sich zunächst, ob durch diese Angaben das 
Feld des Vektors H eindeutig bestimmt ist, oder ob es nicht 
zwei Vektoren di, II3 gibt, die beide den Voraussetzungen 
Genüge leisten, ohne daß ihre Felder durchaus über- 
einstimmen. Um diese Frage zu entscheiden, untersuchen 
wir den Vektor t>i — dg, den wir für den Moment mit d be- 
zeichnen wollen. Sein Feld soll einerseits wirbelfrei, ander- 
seits, weil ja dl, d3 dieselben Quellen haben, quellenfrei sein. 
Aus der letzteren Eigenschaft folgt, daß das ganze Strömungs- 
feld sich lückenlos in Röhren teilen läßt, derart, daß durch 
alle Querschnitte einer bestimmten Röhre die gleiche Flüssig- 
keitsmenge strömt, und daß die Röhren im Endlichen weder 
beginnen noch endigen. Ins Unendliche aber können sie 
nicht reichen; denn es verschwindet, da die gesamte Ergiebig- 
keit der Quellen von d gleich Null ist, die Geschwindigkeit im 
Unendlichen von höherer als der zweiten Ordnung. Es müßten 

also die Stromröhren geschlossene Röhren sein. Wir berechnen 

5* 
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nun die kinetische Energie, die in einer solchen, hinreichend 

klein gewählten Rohre enthalten ist, indem wir -— über die 

Volumelemente der Röhre integrieren. Ist s die Leitkurve der 
Röhre, der parallel die Strömung fließt, imd q ihr Querschnitt, 
so ist d^ =- d/ und dv = qdSy ferner d,g konstant längs der 
Röhre. W^ir erhalten mithin für die kinetische Energie, die 
in der ganzen Röhre enthalten ist, 

p 

P 

Da nim aber die Strömung als wirbelfrei vorausgesetzt war, 
so ist das längs der geschlossenen Leitkurve erstreckte Linien- 
integral von d Null, mithin die in einer jeden Röhre ent- 
haltene Energie Null, und daher schließlich die gesamte kine- 
tische Energie der Flüssigkeitsströmung Null. 

Das ist aber unmöglich, sofern nicht im ganzen Felde 
d = 0, mithin d^ = dg ist. Die beiden Vektoren di, dg, die 
zunächst als verschieden betrachtet wurden, sind also in 
Wirklichkeit identisch, das gestellte Problem kann nicht 
mehrere Lösungen besitzen. 

Der soeben gegebene Eindeutigkeitsbeweis ist natürlich 
ganz unabhängig davon, ob unserer idealen Flüssigkeit lebendige 
Kraft zugeschrieben wird oder nicht, er beruht nur auf dem 
Verschwinden des mathematischen Ausdruckes 



T 



-J^-rJ'^ 



der allerdings zweckmäßig als lebendige Kraft der Strömung 
gedeutet wird. Das tritt vielleicht klarer hervor, wenn wir 
den geführten Beweis in analytischem Gewände wiederholen. 
Wir setzen in der Greenschen Formel (75) 

d = — V^?, AxQ = — V*9) = 0, ff ^ f. 

Das Oberflächenintegral verschwindet, wenn die Fläche f 

in das Unendliche rückt, und es folgt 

'» 

dv »» = 0. 



J 
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Da H^ niemals negativ werden kann^ so kann das über 
den ganzen Raum erstreckte Integral nur verschwinden, wenn 
H durchweg Null ist. 

Die Greenschen Sätze führen uns nun weiter zur Lösung 
der gestellten Aufgabe; sie gestatten es, aus dem Quellen- 
felde Q zunächst das Feld des Potentiales 9 zu berechnen, als 
dessen negativer Gradient dann der Vektor d erhalten wird. 
Wir legen die Formel (76) zugrunde; % ^ bedeuteten daselbst 
Skalare, die nebst ihren Gradienten im ganzen Räume endlich 
und stetig sein sollten. Wir verstehen unter (p das gesuchte 
Potential, während wir 

T 

setzen, wo r die Entfernung von einem beliebig gewählten 
Punkte P des Feldes angibt. Der Punkt P muß dann aus 
dem Felde ausgeschlossen werden, etwa durch eine kleine 
Kugelfläche /*q, damit ^ in dem ganzen Gebiete, auf das wir 
die Formel (76) anwenden, endlich und stetig wird. 

Die Begrenzung dieses Gebietes besteht erstens aus der 
kleinen, um P als Mittelpunkt konstruierten Kugel /*q, zweitens 
aus einer das ganze Quellensystem einschließenden Fläche f. 
Das über die letztere erstreckte Integral 



Mt 



dn 




verschwindet, wenn wir die Fläche f in das Unendliche rücken 
lassen; denn es wachsen zwar die Flächenelemente wie r^, aber 

op verschwindet mindestens wie r~^, ts^ mindestens wie r 
Es ergibt daher Gleichung (76) 



-2 




ß4Tp.-'>'-ei\-f'"{T^'P-'^v]- 



In dem liber die kleine Kugel /Jj zu erstreckenden Flächen- 
integral bedeutet n diejenige Normale, die von dem betrachteten 
Gebiete nach außen weist, also nach dem Mittelpunkte der 
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Kugel hin gerichtet ist. Es folgt 

r 1 



dn r» 

Läßt man nun die Kugel fQ mehr und mehr sich auf den 
Punkt P zusammenziehen^ so verschwindet in der Grenze das Glied 



/■ 



"/i 7 H 



und das andere Glied wird 



-ß 



= — 4ütq), 



wo ff jetzt den Wert des Potentiales im Punkte P bezeichnet. 
Da femer in dem Volumintegrale nach Gleichung (82) 

47CQ = div d = — V^9? 



einzuführen und 



r 



zu setzen ist — es stellt — das Potential eines in P be- 

r 

findlichen Quellpunktes von der Ergiebigkeit 1 dar, dessen 
Feld außerhalb /J, quellenfrei ist — , so erhält man schließlich 



(83) <p =/^ 



als Wert des Potentiales in dem jetzt beliebig zu wählenden 
Aufpunkte P. 

Vergleicht man diese Formel mit der im vorigen Para- 
graphen für das Potential eines System ?s von Quellpunkten 
abgeleiteten Formel (79), so bemerkt man, daß hier das 
resultierende Potential ebenso durch algebraische Summation 
von den einzelnen Volimielementen herrührender Beiträge ent- 
steht, wie es dort durch Addition der Potentiale der einzelnen 
Quellpunkte entstand. Doch führt das jetzt für stetig verteilte 
Quellen erhaltene Resultat insofern weiter, als es auch auf 
das Innere des Quellengebietes anwendbar ist. Auch hier be- 
rechnet sich das Potential nach (83), der Vektor H wird als- 
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dann als negativer Gradient von 9 erhalten: 

er entsteht durch geometrische Addition der von den einzelnen 
Volumelementen des Quellensystemes erzeugten Geschwindig- 
keiten.' 

Bisweilen gelingt es auf Grund dieses Superpositions- 
prinzipeS; durch bloße Symmetriebetrachtungen die von einem 
gegebenen Quellensystem herrührende Strömung zu finden. 
Es mögen etwa die Quellen gleichförmig über eine Vollkugel 
vom Badius a verteilt sein. Nach der Symmetrie folgt^ daß 
die Strömung überall radial verläuft. Mithin ist das Flüssig- 
keitsvolumeU; das durch konzentrische Kugeln vom Radius R 

nach außen tritt, 

4ä I ti I jR^ 

und der Gaußsche Satz ergibt gemäß Gleichung (82) für R^a 

Die Strömung erfolgt außerhalb der mit Quellen gleich- 
formig erfüllten Kugel so, als ob im Mittelpunkte ein Quell- 
punkt sich befände, dessen Ergiebigkeit gleich der gesamten 
Ergiebigkeit der Kugel ist. 

Durch Kugeln hingegen, welche innerhalb des Quellen- 
gebietes liegen, tritt nur dasjenige Flüssigkeitsvolumen, welches 
den eingeschlossenen Quellen von der Ergiebigkeit 

entspricht; die äußeren Kugelschichten, allein vorhanden, 
würden in dem inneren Hohlraum nach Symmetrie eine wirbel- 
freie Strömung nicht erzeugen können. Mithin ist für R ^a 

Das Potential 9 bestimmt man nun so, daß es im Un- 
endlichen verschwindet. Es ist für R> a 
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ao 



ao 
R 



folglich für jR = a 

47ra' 

daher für R<^a 

a a 

()P = -3-(>+jiti|di?^ — 3--^ + rT-^N 

R R 

oder schließlich 

(83a) R^a 9? = ^~ ^ • ^, 

(83b) ü^a 9 = (2jra2-^i?)(). 

Das sind die Werte des Potentiales außerhalb un<^ 
innerhalb der gleichförmig mit Quellen erfüllten 
Vollkugel. 

Es ist von Interesse, den allgemeinen Ausdruck 



J Sn 



2 



i\ 



den wir oben als lebendige Kraft der Strömung gedeutet 
haben, auf eine andere Form zu bringen. Das geschieht, indem 
wieder in (75) ^ = 9? gesetzt und diese Gleichung auf das 
ganze Feld angewandt wird. Das über die unendlich entfernte 
Grenzfläche erstreckte Flächenintegral ist Null. Es folgt 

daher mit Rücksicht auf (82): 

(84) T^^fdvQg>. ^ //*!2£$^^Af»* 

Die lebendige Kraft der Strömung^stellt sich 
hier dar als ein nur über das Quellengebiet zu er- 
streckendes Integral; diese Art der Darstellung erweckt 
den Anschein, als ob der Sitz der Energie ausschließlich das 
Gebiet der Quellen wäre, während doch in Wirklichkeit alle 
Volumelemente des Strömungsfeldes Energie enthalten. 
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Die Berechnung der Energie des Strömungsfeldes wird oft 
erleichtert, wenn man die Formel (84) zugrunde legt; in dem 
soeben behandelten Beispiele ist die Integration nur über daa 
Innere der Kugel zu erstrecken; da die Dichte q hier konstant 
ist, so erhält man aus (83 b) 



a 





dies ergibt für die homogen mit Quellen erfüllte Voll- 
kugel 
(84a) T = i^^ = i.^. 

^ ^ 3-6 6a 



§ 24. Fläehenliaft verteilte Quellen. 

Die Überlegungen des vorigen Paragraphen fußten auf 
der Voraussetzung, daß die betrachtete wirbelfreie Strömung 
überall endlich und stetig verläuft, daß mithin weder das 
Potential, noch der Vektor H selbst ihre Werte etwa beim 
Durchschreiten gewisser Flächen sprunghaft ändern. Wir 
wollen diese Voraussetzung jetzt fallen lassen, indem wir es 
als zulässig ansehen, daß sowohl q), wie auch die Komponenten 
des wirbelfreien Vektors 

an gewissen Flächen TJnstetigkeiten besitzen. Es wird ge- 
nügen, eine einzige Unstetigkeitsfläche (f^2) i^ Betracht zu 
ziehen (Abb. 8), die zwei Gebiete (1, 2) des 
Feldes scheidet. Da zu beiden Seiten der 
Unstetigkeitsfläche H der Gradient von {— (p) 
sein soll, so werden die tangentiellen Kompo- 
nenten von H zu jeder Seite von f^^ ^^^^ ^^^ 
dem Anstiege des Potentiales (p beim Fort- 
schreiten längs der Fläche berechnen, ihre 
Sprünge aus dem Sprunge der Potentialwerte. 
Es wird daher außer dem Sprunge von q) nur 
noch der Sprung der Normalkomponente von ü unabhängig vor- 
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zuschreiben sein. Wir wollen zwei diesen Sprüngen propor- 
tionale Größen a>, t einführen, die genauer durch folgende 
Gleichungen definiert sind 

(85) 4«. - U + U = - (I.. + O, ■ 

(86) 4ät = 9i — 92- • 

Dabei sollen die Normalen n^, n, so gerichtet sein^ daß sie 
von dem betreffenden Gebiete (1) bzw. (2) aus, um dessen 
Feld es sich gerade handelt, nach der Fläche f^^ hinweisen 
(Abb. 8). Diese Festsetzung stimmt überein mit der bei der 
Formulierung des Gaußschen Satzes getroffenen, daß nämlich 
die Normale einer das Feld begrenzenden Fläche stets nach 
der Fläche hin gezogen werden soll. 

Man überzeugt sich leicht davon, daß durch Angabe der 
Verteilung von o und r längs der XJnstetigkeitsfläche, sowie 
der räumlichen Verteilung des Quellenfeldes q die wirbelfreie 
Strömung eindeutig bestimmt ist. In der Tat, betrachten wir 
zwei wirbelfreie Felder H', H", für die sowohl die räumliche 
Verteilung der Quellen, wie auch die durch (85, 86) vor- 
geschriebenen Unstetigkeiten an der Fläche /"u die gleichen 
sind, die im übrigen endlich und stetig sind. Die Differenz H' — H" 
wird dann ein wirbelfreies Feld darstellen, das überall quellen- 
frei, endlich und stetig ist; wir haben aber im vorigen Para- 
graphen gezeigt, daß ein solches Feld durchweg verschwindet; 
es ist daher H' — H" gleich NulL 

Um nun das Feld bei gegebenen Unstetigkeiten auf f^^ 
wirklich zu berechnen, gehen wir wieder, wie im vorigen 
Paragraphen, von der Foimel (76) aus; wir setzpn dort 

T ' 

WO r die von irgendeinem Punkte P des Feldes aus gerechnete 
Entfernung ist. Wir legen diesen Punkt so, daß er nicht 
gerade in die Unstetigkeitsfläche fällt. Wir legen wieder eine 
kleine Kugel um P als Mittelpunkt, um diesen Unstetigkeits- 
punkt von t^ aus dem Integrationsgebiete auszuschließen. Macht 



§ 24 
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man diese Kugel kleiner und kleiner, so ergibt das entsprechende 
Flächenintegral in (76) wiederum als Grenzwert — Antp, wo q> 
das Potential im Punkte P ist. Jetzt muß man aber auch 
die XJnstetigkeitsfläche f^^ aus dem Integrationsgebiete aus- 
schließen, weil ja Endlichkeit und Stetigkeit sowohl von q>, 
wie von Vg? in dem Gebiete notwendig zur Gültigkeit von 
(76) waren. 

Es mag f^^ zunächst ein ungeschlossenes Flächenstück 
sein. Wir denken uns eine derselben beiderseits dicht an- 
liegende geschlossene Fläche f, welche f^^ ^^^ ^^^ Integrations- 
gebiete ausschließt, und berechnen für f das in (76) ein- 
gehende Integral 



/ 



df 



r dn dn 



Dasselbe setzt sich aus zwei Teilen zusammen, die von 
den beiden Seiten der XJnstetigkeitsfläche f^2 herrühren; es 
wird daher 



J^f 



r dn ^ d 



r 



n 



/{ 1 /d(p , d(p\ r ^ 



r 



Wir wollen nun diejenige Normalenrichtung bevorzugen, 
welche von (2) nach (1) geht, und wollen sie durch den Ein- 
heitsvektor n zur Darstellung bringen, den wir den einzelnen 
Punkten der Fläche /"^g zuordnen (Abb. 8). Dann wird 



^ („V^), ^ = + (nV-). 

Dabei bezieht sich der Zuwachs V— nicht auf Verrückung des 

Aufpunktes P, sondern auf ein Fortschreiten durch die 
XJnstetigkeitsfläche hindurch. Da diese in einem im nächsten 
Paragraphen zu erläuternden Sinne als System von Doppel- 
quellen zu betrachten ist, so schreiben wir in der Bezeichnungs- 
weise des § 21 und mit Rücksicht auf (80) 
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dn^ ~ dn^ ^\ 9 r ) ~ \ «r/ 

und erhalten durch Einführung der durch (85, 86) definierten 
Größen o, r: 

Hierzu ist jetzt das von der um P konstruierten Kugel 
herrührende Glied — 4:7t(p hinzuzufügen und die Summe ist 
dem über den ganzen Raum erstreckten Volumintegral der 
Formel (76) gleichzusetzen, für das sich, wie im vorigen 
Paragraphen 






ergibt. Wir erhalten daher 

(87) 9=/^+/^A.7-/'^A,(-nV„-9 

als das Potential, dessen negativ genommener Gradient 

der gesuchte Vektor ist. 

Wir deuten das Resultat, indem wir die drei Glieder 
einzeln diskutieren. Das erste Glied entspricht gemäß (83) 
den stetig über den Raum verteilten Quellen von der Ergiebig- 
keit Q pro Volumeinheit. Zu diesem kommt nun das zweite 
Glied, das als Potential des Systemes über die Fläche f^2 ^^^' 
breiteter Quellen, von der Ergiebigkeit © pro Flächeneinheit, 
zu deuten ist. In der Tat erkennt man diese Bedeutung der 
Größe C3, wenn man das Flächenelement dfi2 in einen sehr 
kleinen Zylinder einschließt, dessen Grundflächen dfi2 parallel 
und gleich sind, während seine Höhe gegen die Abmessungen 
der Grundfläche verschwindend klein ist. Durch die Grund- 
flächen entströmt das Flüssigkeitsvolumen 
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— es weisen die NormalenrichtungeD n^, n^ der Abbildung 8 nach 
der Fläche f^^ hin, daher das negative Vorzeichen. Die Menge 

unserer idealen Flüssigkeit von der Dichte — , die in der Zeit- 
einheit deiji Flächenelemente dfi2 entströmt, beträgt mithin 

es ist also wirklich co die auf die Flächeneinheit berechnete 
Ergiebigkeit. 

Neben der Ergiebigkeit der räumlich verteilten Quellen 

p = -j— div ü 

lernen wir jetzt die Ergiebigkeit der flächenhaft verteilten 
Quellen 

kennen, als einen dem Sprunge der normalen Qeschwindig- 
keitskomponente porportionalen Skalar. Der „Divergenz" bei 
stetigen Feldern tritt bei Unstetigkeitsflächen die „Flächen- 
divergenz" 

an die Seite. 

Der Formel (83) entspricht, beim Auftreten von flächen- 
haften Quellenverteilungen, die folgende 



(87 a) g, =ß 



dfii ö 



Es ist übrigens nicht notwendig, daß f^2 ®^^^ ungeschlossene 
Fläche ist; auch für geschlossene Flächen gelten die gleichen 
Resultate. Man beweist das, indem man die Formel (76) auf 
die beiden Gebiete, in die der Raum durch die Unstetigkeits- 
fläche zerlegt wird, einzeln anwendet und die erhaltenen 
Relationen addiert. Ebenso ist das Resultat auf den Fall zu 
übertragen, daß nicht eine einzige, sondern mehrere Unstetig- 
keitsflächen das Feld durchschneiden. Auch hier läßt sich der 
Einfluß der Unstetigkeitsflächen stets durch Annahme flächen- 
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haft verteilter Quellen darstellen, solange r = ist, d. h. so- 
lange als das Potential 9 bei Durchquening jener Flächen 
sich stetig verhält. 

§ 25. Doppelsohioliten. 

Besitzt hingegen das Potential q> selbst Unstetigkeiten, 
so kommt das dritte Glied in (87) für die Berechnung des 
Feldes in Betracht, wobei % durch (86) gegeben wird. Die 
Vergleichung dieses dritten Gliedes mit dem Ausdrucke (81), 
der in § 22 für das Potential einer Doppelquelle erhalten 
war, zeigt, welche QueUenverteilung hier anzunehmen ist. 

Es sind Doppelquellen von dem Momente x n pro Flächen- 
einheit, die über die Unstetigkeitsfläche hin verteilt sind. 
Man bezeichnet ein solches Quellensystem kurz als „Doppel- 
schicht", den Vektor rit als „Moment der Doppel- 
schicht" Da n einen Einheitsvektor vorstellt, so ist nach 
(86) der Betrag des Momentes, multipliziert mit 4;r, gleich 
dem Sprunge, den das Potential tp beim Durchschreiten der 
Unstetigkeitsfläche erfährt. Da femer n die Richtung von (2) 
nach (1) anzeigt und x positiv ist, wenn beim Durchschreiten 
in dieser Richtung q> sprungweise wächst, negativ, wenn tp 
sprungweise abnimmt, so ist die Richtung des Vektors x n 
stets diejenige Normalenrichtung, die von niederen zu höheren 
Potentialwerten führt. 

Denkt man sich zwei Parallelflächen zur Unstetigkeits- 
fläche /i^ gelegt, die eine auf der Seite der größeren, die 
andere auf der Seite der kleineren Potentialwerte, und die 
erste mit einer einfachen Schicht von Quellen, die zweite mit 
einer einfachen Schicht von Senken belegt, derart, daß zwei 
einander gegenüberliegende Elemente der beiden Flächen im 
ganzen die Ergiebigkeit Null besitzen, und läßt mau die beiden 
Flächen näher und näher aneinanderrücken, so besitzt im 
Grenzfalle die erzeugte wirbelfreie Strömung das Potential 

(87b) ,, = +jd/;, (rn, V,^) = -Jdf,, (rn, V„f ). 
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Das erkennt man sofort durch Betrachtungen, die durch- 
aus denen entsprechen, die im § 22 zum Ausdrucke (81) für 
das Potential einer Doppelquelle führten. Der absolute Betrag 
von r ist dem Produkte aus Abstand der beiden Schichten 
und Flächendichte der Quellenschicht gleichzusetzen. Wenn 
man nicht zur Grenze eines verschwindenden Abstandes über- 
geht, sondern zwei derartige Schichten in einem kleinen, 
jedoch endlichen Abstände annimmt, so gilt der obige Aus- 
druck für das Potential angenähert in solchen Aufpimkten, 
deren Abstand von den Punkten der beiden Schichten groß 
ist gegen den Abstand der beiden Schichten; er gilt in diesem 
Falle auch dann noch, wenn die Verteilung auf jeder der 
Schichten eine nicht streng, sondern nur angenähert flächen- 
hafte ist. Solche Verteilungen der Quellen kommen in 
Wirklichkeit vor. Man idealisiert sie, indem man die positiven 
und negativen Quellen auf zwei Flächen konzentriert denkt, 
die dann ihrerseits wieder ganz dicht aneinanderrücken. Der 
Potentialausdruck, der diesem idealisierten Quellensysteme 
zukommt, gilt für beliebige Entfernungen des Aufpunktes von 
der Doppelschicht. Man muß aber im Auge behalten, daß in 
unmittelbarer Nähe des Quellengebietes und innerhalb desselben 
die vorgenommene Idealisierung nicht der Wirklichkeit ent- 
spricht, und muß sich davor hüten, hier die erhaltene Formel 
anzuwenden. 

Man betrachte ein Flächenelement df^^ der Doppelschicht 
und ziehe von seinem Mittelpunkte aus Radienvektoren r nach 
den Aufpunkten. Wir wollen sagen, ein Aufpunkt liege auf 
der positiven oder negativen Seite von df^^, je nachdem der 
Radiusvektor r mit der Richtung des Momentes rndf^^ des 
betreffenden Flächenelementes einen spitzen oder einen stumpfen 
Winkel einschließt. Nun besitzt 

r cos (tu) 



/ -- 1\ , rco8( 



im ersten Falle einen positiven, im zweiten einen negativen 
Wert, mithin ist 
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^f^»l^'J^^ + dil\r\, 

WO d£l den körperlichen Winkel angibt, unter dem das 
Flächenelement df^^ ^^^ ^®^ betreffenden Aufpunkte aus 
erscheint und wo das obere oder das untere Vorzeichen gilt, 
je nachdem der Aufpunkt auf der positiven oder auf der 
negativen Seite der Doppelschicht liegt; daher wird das aus 
4en Beiträgen der Elemente der Doppelschicht sich zusammen- 
setzende Potential 



<88) (p =J± 



dSl. 



Man hat demnach den Betrag des Momentes | r { zu 
multiplizieren mit dem körperlichen Winkel rfß, unter dem das 
Flächenelement von dem betreffenden Aufpunkte aus gesehen 
wird, und über die ganze Doppelschicht zu integrieren, wobei 
die Beiträge derjenigen Flächenelemente positiv in Rechnung 
zu setzen sind, auf deren positiver Seite der Aufpunkt liegt, 
diejenigen negativ, auf deren negativer Seite der Aufpunkt liegt. 

Im allgemeinen wird | r | längs der Fläche variabel sein 
ist es konstant, so nennt man die Doppelschicht homogen; 
hier wird 

{88a) 9> = I T \J± di^ == + I r I ß. 

Dabei gibt Sl den körperlichen Winkel an, unter dem 
die Fläche von einem im Aufpunkte befindlichen Beobachter 
gesehen wird. Das folgt ohne weiteres, wenn der Aufpunkt 
für alle Elemente der Schicht auf der positiven, oder für alle 
Äuf der negativen Seite liegt, und hiemach ist das Vorzeichen 
zu bestimmen. Ist aber die homogene Doppelschicht so be- 
schaffen, daß der Aufpunkt für einzelne Teile der Schicht auf 
der positiven, für andere auf der negativen Seite sich befindet, 
80 hat man die Potentiale dieser Flächenstücke einzeln aus 
ihren körperlichen Winkeln zu berechnen und die Winkel, 
mit dem richtigen Vorzeichen versehen, zu addieren. 

Auch für eine geschlossene Doppelschicht gelten die er- 
haltenen Resultate. Ist die Doppelschicht homogen und weist 
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das Moment in Richtung der äußeren Normalen, so ist außen 

9 = 0; 

denn jeder von einem äußeren Punkte aus konstruierte 
Elementarkegel schneidet aus der Doppelschicht eine gerade 
Anzahl von Flächenelementen heraus, deren Potentiale numerisch 
gleich sind und abwechselnd mit positivem und negativem 
Vorzeichen zu nehmen sind. Innen aber ist 

Denn die von inneren Punkten ausgehenden Elementarkegel 
schneiden aus der Doppelschicht eine ungerade Anzahl von 
Flächenstücken heraus, von denen das erste mit negativem 
Vorzeichen zu nehmen ist, während die folgenden sich auf- 
heben. Das einer solchen geschlossenen homogenen Doppel- 
schicht entsprechende Feld ist außen und innen Null, dabei 
springt aber das Potential beim Durchschreiten der Doppel- 
schicht um 4:Jtr, entsprechend der Voraussetzung, von der 
wir ausgingen. 

Daß auch für ungeschlossene homogene Doppelschichten 
der Sprung des Potentiales 4;rr ist, erkennt man, indem man 
sie zu einer geschlossenen ergänzt denkt; das Potential der zu 
diesem Zwecke hinzuzufügenden Doppelschicht ist dasselbe für 
zwei Punkte, die auf den beiden Seiten der ursprünglichen 
Doppelschicht einander gegenüberliegen, abgesehen von den 
dem Rande benachbarten Punkten. Der Spnmg 4^r der 
geschlossenen Doppelschicht ist also gleichzeitig der Sprung 
der ursprünglich gegebenen ungeschlossenen, ausgenommen in 
unmittelbarer Nähe der Randkurve. 

Auf das Potential und das Feld ungeschlossener Doppel- 
schichten kommen wir weiter unten zurück. 

§ 26. Der Wirbel oder Ciirl eines Vektors. 

Wir haben im § 18 ein Vektorfeld wirbelfrei genannt, 
wenn für einen jeden im Feld verlaufenen geschlossenen Weg 
das Linienintegral 

Abraham, Theorie der Elektrizitftt. I. 3. AofL 6 
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p 
ds 



(89) 



P 



verschwindet. Als hinreichende und notwendige Bedingung 
hierfür ergab sich, daß der Vektor ü als negativer Gradient 
aus dem Felde eines Skalars 9 abzuleiten sein mußte, d. h. daß 
die Komponenten sich in der Form darstellen ließen 

'«''" dx' %"" ~dy' ''"" dz' 

Das Kriterium hierfür ist das Verschwinden der drei 
Ausdrücke 

dK_^ l^_^^ ^y_^^ 
dy dz dz dx dx dy 

in allen Punkten des betreffenden Gebietes. Das Verschwin- 
den jener drei Größen ist mithin für das wirbelfreie Feld 
charakteristisch. 

Wir werden anderseits ein Feld als Wirbelfeld be- 
zeichnen, wenn in dem Felde in sich zurückkehrende Be- 
wegungen vorkommen, derart, daß das Linien integral (89) nicht 
für alle im Felde zu konstruierenden geschlossenen Linien 
verschwindet. Es liegt nahe, dieses Linienintegral als Maß 
der Wirbelstärke zugrunde zu legen; das soll in der Tat ge- 
schehen. Um aber für die Wirbelstärke an einem bestimmten 
Punkte des Feldes ein Maß zu erhalten, welches der Divergenz 
des Quellenfeldes entspricht, wollen wir das Linienintegral aus- 
werten für eine sehr kleine, den betreffenden Punkt des Feldes 
umschlingende Kurve. 

Wir wählen den betreffenden Punkt des als stetig voraus- 
gesetzten Feldes zum Anfangspunkte des Koordinatensystemes 
und konstruieren in der (t/jsr)- Ebene ein Rechteck von den 
Seitenlängen &, c, in dessen Mittelpunkt der Punkt liegt. 
Wir wählen es so klein, daß wir auf seinem Umfange mit 
den Gleichungen (66) rechnen dürfen. 

Wir durchlaufen das Rechteck in demjenigen Sinne, der 
sich der aj- Achse unseres Rechtssystemes zuordnet, wie der 
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Umlaufssinn der Fortschreitungsrichtung bei einer rechts- 
gängigen Schraube zuzuordnen ist, und berechnen das Linien- 
integral (89) für diesen geschlossenen Weg. Die beiden zur 
y- Achse parallelen Seiten liefern die Beiträge 

2 ^ i 

Ihre Summe ist 

dz 
Die beiden anderen zur ^e -Achse parallelen Seiten ergeben 

^r2 2 

2 ^2 

in Summa also 

' c 



öy 
Der Wert des Linienintegrales wird mithin durch 

\äy" "" ~dz) 
mit um so größerer Annäherung gegeben, je kleiner das 
betreffende Rechteck ist. Dividieren wir jetzt durch den 
Flächeninhalt h • c und lassen denselben kleiner und kleiner 
werden, so definiert der Grenzwert 

* dy dz 
die im Punkte herrschende „Wirbelstärke um die X" 
Achse"; entsprechende, durch zyklische Vertauschung der xyz 
abzuleitende Größen 

y dz dx ' •'« dx dy 

geben die im Punkte bestehenden Wirbelstärken um die 
y- Achse bzw. ;gf-Achse an. 
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Die Vergleichung dieser Ausdrücke mit denen des Vektors tt 
(61. 67), den wir im § 17 bei der Helmholtzschen Zerlegung 
als Botationsgeschwindigkeit eines kleinen Flüssigkeitsbereiches 
kennen lernten, ergibt 

(90) tt».-2tt„ tti, = 2tt^, tti, = 2tt,. 

Jene drei Wirbelstärken um die Koordinatenachsen sind 
daher gleich den doppelten Rotationsgeschwindigkeiten um die 
Koordinatenachsen. Sie sind die Komponenten eines Vektors tti, 
den wir kurz den „Wirbel" der Flüssigkeitsströmung nennen. 
Wegen der Proportionalität zum Vektor u nennen manche 
Autoren den Vektor to „Rotation des Vektors H'* und schreiben 
ihn rot H. 

Da aber der Wirbel das Doppelte der Rotationsgeschwindig- 
keit ist, so kann diese Schreibweise leicht zu Irrtümern Ver- 
anlassung geben. Wir ziehen es daher vor, mit Maxwell und 
Heaviside zu schreiben 

/^^. ^K\, f^K ^^»A C^K ^K\ 
(91).» = curl.. = (~-^)i + (^'-^)i+y-^)l. 

Es ist bemerkenswert, daß auch der Curl eines Vektors 
mit Hilfe des Hamiltonschen Operators 

abzuleiten ist. Mit einem Vektor nach den Regeln der skalaren 
Multiplikation verbunden, ergab dieser Operator die Divergenz 
(§ 19). Vereinigen wir ihn aber mit ü nach den Gesetzen des 
Vektorproduktes, so erhalten wir den Curl: 

V« = div « 

[V«] = curl«. 

Wir merken ferner die Identität an 

(91a) curl V9 = 0, 

welche die im Eingange dieses Paragraphen angeführten Glei- 
chungen in Vektorsymbolik darstellt. 

Der Wirbel des polaren Strömungsvektors ü ist ein axialer 
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Vektor; das ist schon daran zu erkennen, daß wir zur Fest- 
legung seiner Komponenten einen XJmlaufssinn mit Hilfe eines 
Rechtssystemes festlegen mußten. Das analytische Kriterium 
des axialen Vektors, daß nämlich seine Komponenten bei Um- 
kehrung der drei Achsenrichtungen die Vorzeichen behalten, 
ist in der Tat erfüllt; denn der Geschwindigkeitsvektor ü ist 
polar, seine Komponenten, ebenso wie die Operationen 

dx^ dy' dz 

wechseln bei Umkehrung der drei Achsenrichtungen das Vor- 
zeichen. Allgemein gilt die Regel: Der Curl eines polaren 
Vektors ist ein axialer, der Curl eines axialen ein 
polarer Vektor. 

§ 27. Der Satz von Stokes. 

Dem Gaußschen Satze (§ 20), der zu der Divergenz in 
enger Beziehung steht, tritt jetzt ein Satz an die Seite, der 
dem Curl eines Vektors in ähnlicher Weise zugeordnet ist, 
und der von Stokes zuerst allgemein formuliert ist. Derselbe 
verknüpft das Linienintegral eines Vektors H, längs einer ge- 
schlossenen Kurve genommen, mit dem Flächenintegrale des 
Wirbels tti, das über eine von der Kurve umrandete Fläche 
zu erstrecken ist. 

Bei der Auswertung des Linienintegrals von ü muß die 
Kurve s in einem bestimmten Sinne durchlaufen werden. Wir 
betrachten nur eine beliebige, von der Kurve umrandete 
Fläche /*, die in ihrer ganzen Ausdehnung innerhalb des 
stetigen Strömungsfeldes liegt. Der Umlaufssinn der Rand- 
kurve legt auch den Umlaufssinn fest, den wir den einzelnen 
Elementen d\ zuordnen können (Abb. 9); diese Elemente sind 
also Parallelogramme von der im § 6 betrachteten Art. Ihre 
Projektionen auf die Koordinatenebenen c?f^, df^, d\^ besitzen 
einen bestimmten Umlaufssinn, der durch ihr Vorzeichen be- 
stimmt ist. Das Vorzeichen ist positiv, wenn der Umlaufssinn 
sich der ;r- Achse bzw. der y- oder jsr-Achse zuordnet, wie der 
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Umlaufssinn der Fortschreitungsrichtung bei einer rechts- 
gängigen Schraube; der entgegengesetzte Umlaufssinn hingegCQ 
findet statt, wenn das Vorzeichen negativ ist. 

Wir nehmen nun an, daß die betrachtete Fläche von der 
Beschaffenheit ist, daß eine jede Parallelebene zu einer der 
drei Koordinatenebenen ihren Rand nur in zwei Punkten 
schneidet. Sollte das nicht der Fall sein, so läßt sich doch 
die Fläche durch geeignete Schnittkurven stets in eine endliche 
Zahl von Flächenstücken zerlegen, von denen jedes einzelne 
die genannte Eigenschaft hat. Die über die Randkurven der 
einzelnen Stücke erstreckten Linienintegi*ale setzen sich dann 
zu dem über die Randkurve der ganzen Fläche erstreckten zu- 
sammen, da die Beiträge der zweimal in entgegengesetztem 
Sinne zu durchlaufenden Randkurven der einzelnen Stücke sich 
herausheben. 

Wir legen jetzt zwei benachbarte Parallelebenen zur {yz)- 
Ebene im Abstände dx*^ dieselben schneiden (vgl. Abb. 9) aus 





\ 



djc 



•^jc 



Abb. 9. 



der Fläche f einen Streifen heraus, aus der Randkurve zwei 
Elemente dg', dg". Dem Streifen ist ein bestimmter Umlaufs- 
sinn zuzuordnen, entsprechend dem Sinne, in dem die Linien- 
elemente dg', dg" zu durchlaufen sind; die Begrenzungslinie 
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des Streifens besteht aus jenen beiden Elementen und aus 
den Schnittkurven jener beiden Parallelebenen zur (y;8r)-Ebene. 
Von diesen beiden Schnittkurven wollen wir diejenige, welche 
beim Umlauf um den Streifen auf d§' folgt, und auf welche 
sodann d^'^ folgt, mit A und Anfangs- bzw. Endpunkt von 
A mit P', P" bezeichnen. Wir teilen weiter den Streifen 
durch Ebenen senkrecht zur ;2f- Achse in Elemente df. Ihre 
Projektionen auf die (;8ra;)- Ebene sind Rechtecke, von dem 
durch 

rffy = /i dX dx 

angegebenen Flächeninhalte. Auch der ümlaufssinn dieser 
Rechtecke wird durch das Vorzeichen von d\y richtig an- 
gegeben, wenn das Vorzeichen von dx so gewählt wird, daß 

dx = dx^^ = — dx^ 

ist, wo dx^ und dx^^ die Projektionen der Linienelemente d§' 

und d%^^ auf die a:-Achse sind; denn in diesem Falle folgt 

dz 
z.B., wenn ö7>0 ist, auf ein Fortschreiten in Richtung 

der positiven ;e?-Achse ein Fortschreiten in Richtung der posi- 
tiven oder negativen a?- Achse (längs der Projektion von d8")? 
je nachdem dg" einen spitzen oder stumpfen Winkel mit 
der a;- Achse einschließt; im ersteren Falle wird daher der 
Umlaufssinn von d\ positiver, im letzteren negativer Drehung 

um die y- Achse entsprechen. Mit dem Vorzeichen von ^ 

kehrt sich auch der Umlaufssinn von d\ um. Da nun 

d\y = gl dX dx", 
so wird das über den Streifen erstreckte Integral 

P' 

Teilen wir anderseits unseren Streifen durch Ebenen senk- 
recht zur y- Achse in Flächenelemente, deren Projektionen auf 
die (a;y)-Ebene d\^ sind, so erkennt man, daß 
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nicht nur den Inhalt^ sondern auch den ümlaufssinn dieser 
Flächenelemente richtig wiedergibt; ist z. B. 

dy 



dx 



> 0, rfa?" > 0, 



so folgt auf wachsendes y längs X wachsendes x längs d%^\ 
was negativer Drehung um die jgr-Achse entspricht. Wir er- 
halten daher durch Integration über den Streifen 



Jd\, ^^ = - dx"JdX 



P" 



dy dl' 

p' 

Subtrahiert man die beiden Integrale und berücksichtigt, 
daß X längs der Kurve A konstant ist — dieselbe war ja durch 
eine zur a; -Achse senkrechte Ebene aus der Fläche heraus- 
geschnitten worden — , so folgt 

y^v dz -/^t, ^- = dx"fdk ^, 

P' 

und da ferner da;" = — dx\ so ist 

Setzt man nun alle die Streifen, in welche die Fläche f durch 
Ebenen senkrecht zur ic-Achse geteilt wird, zusammen, so 
kommt jedes Element d% der Randkurve nur einmal vor. 
Man erhält 

In entsprechender Weise kann man die Fläche durch 
Ebenen senkrecht zur y- Achse oder zur ^- Achse in Streifen 
teilen und gelangt dann durch analoge Überlegungen zu folgen- 
den, durch zyklische Vertauschung der xyz aus der soeben be- 
wiesenen Formel abzuleitenden Relationen 
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Die drei Gleichungen addierend und die Größen ttl^^ io^^, 10, 
des vorigen Paragraphen einfahrend, erhält man 

oder, in vektorieller Fassung (nach Vertauschung der beiden 
Seiten der Gleichung) 

/Q2) f ^^^ "^ f öffcurlH. 

Das ist die als Stokesscher Satz bezeichnete Integraltrans- 
formation, die für jedes stetige Vektorfeld gültig ist. In dem 
Linienintegrale steht das skalare Produkt aus ü und d^, in 
dem Flächenintegrale steht das skalare Produkt aus dem 
Flächenelemente rff, das mit einem Umlaufssinn versehen ist^ 
und dem Wirbel m, der gleichfalls einen Umlaufssinn be- 
sitzt. Ist der Vektor H polar, so sind beide Produkte Skalare 
im eigentlichen Sinne, der erste als Produkt zweier polarer^ 
der zweite als Produkt zweier axialer Vektoren. Die obige 
Formulierung des Stokesschen Satzes ist mithin vom Koordi- 
natensysteme unabhängig, auch dann, wenn man von einem 
Rechtssysteme zu einem Linkssysteme übergeht. 

Beschränkt man sich indessen auf ein Bechtssystem, so 
entfällt die Unterscheidung polarer und axialer Vektoren; e» 
wird dann der Umlaufssinn des Flächenelementes durch Zu- 
ordnung einer bestimmten Normalenrichtung festgelegt, und 
ebenso wird dem Wirbel mit Hilfe einer Rechtsschraube ein 
Verrückungsvektor zugeordnet. So gelangt man zu der ge- 
wöhnlichen Fassung des Stokesschen Satzes 

(92 a) jdst^^==^ I dfm„. 

Die Stokessche Transformation kann dazu dienen, die De- 
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Die Formel (94) legt die Frage nahe, welche Bedeutung 
dem Vektor curl curl ü zukommt. Die Ausrechnung ergibt als 
a;-Komponente 

dy dz dy\dx dy ) dz\dz dx) 

dx\dx ' dy dz/ ^ dx * 

Schreiben wir kurz für den Vektor, dessen Komponenten 
V^H^j V^Hy, V^H^ sind, V^H, so können wir die Gleichung 
für die a;-Komponente und die entsprechenden für die y- imd 
jgr-Komponenten zusammenfassen zu der Vektorgleichung 

(95) curl curl H = V div H — V^H. 

§ 28. Bereohnimg des quellenfreien Vektorfeldes aus dem 

Wirbelfelde. 

Wir wollen in diesem Abschnitte von einem stetigen, 
quellenfireien Vektorfelde reden; wir stellen dasselbe dem in 
§ 23 behandelten wirbelfreien Felde gegenüber. Dort war 

div ü = 4i7r(), curl H = 0. 

Hier wollen wir, um die Analogie vollständig zu machen, den 
Wirbel 10 des vorigen Paragraphen gleich 4:nPC setzen, so daß 
man hat 

(96) curl H = 4;rc, div H = 0. 

Es mag nun die Aufgabe gegeben sein, aus dem Felde 
des Vektors c, der die Wirbelverteilung bestimmt, den für 
die quellenfreie Strömung maßgebenden V^ektor ü zu be- 
rechnen, dessen Feld als stetig betrachtet wird; wir setzen 
voraus, daß die Wirbel durchweg in einem endlichen Bereiche 
liegen, so daß der Vektor c außerhalb dieses Bereiches ver- 
schwindet. Es kann ein Vektorfeld nur dann als Wirbelfeld 
betrachtet werden, wenn durchweg div c = ist; sonst wäre 
es nach (94) unmöglich, den Vektor ü der ersten Gleichung (96) 
gemäß zu bestimmen. Schreibt man nun das Feld c diesen 
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Bedingungen entsprechend vor, so entsteht die Frage, ob durch 

(96) das Strömungsfeld ü eindeutig bestimmt ist. Das ist es 
nun in der Tat. Würden etwa zwei Felder H^, H^ den Be- 
dingungen (96) Genüge leisten, so wäre das Feld Hj — ü^ zu- 
gleich quellenfrei und wirbelfrei; wir zeigten aber bereits in 
§ 23, daß ein solches Feld durchweg Null ist, also H^, H^ 
nicht verschieden sein können. Wie dort das wirbelfreie Feld 
durch die Quellen eindeutig bestimmt war, so ist jetzt das 
quellenfreie Feld eindeutig durch die Wirbel bestimmt. 

Die Bedingung der wirbelfreien Strömung curl H == wurde 
erfüllt, indem H als negativer Gradient eines skalaren Poten- 
tiales dargestellt wurde, das sich aus dem Quellenfelde be- 
rechnen ließ. In analoger Weise genügen wir jetzt der Bedingung 
der quellenfreien Strömung div H = 0, indem wir setzen 

(97) H = curl «. 

Aus (94) folgt, daß die Bedingung div H = dann erfüllt ist. 
Den neuen Hilfsvektor Ä wollen wir das „Vektorpotential'' 
des quellenfreien Feldes nennen. 

Das Vektorpotential kann natürlich bis zu einem ge- 
wissen Grade willkürlich bestimmt werden, ebenso wie das 
skalare Potential. Im skalaren Potentiale war eine additive 
Eonstante willkürlich, die bei Bildung des Gradienten fortfiel. 
Ahnlich wird zu Ä ein wirbelfreier Vektor hinzutreten können, 
der bei der Berechnung des Curl herausfällt. Wir wollen 
diese Willkür heben, indem wir das Vektorpotential der ein- 
schränkenden Bedingung 

(98) div « - 

unterwerfen. Die Beziehungen (97, 98), die Ä mit H ver- 
knüpfen, sind durchaus identisch mit den Gleichungen (96), 
die H aus 4;rc bestimmen. Der oben gegebene Eindeutigkeits- 
beweis zeigt, daß Ä, falls es im Unendlichen verschwindet, 
durch ü eindeutig bestimmt ist, ebenso wie Ü durch 4;rr. 
Es muß daher auch Ä durch c eindeutig bestimmt sein. 

Um nun das Vektorpotential Ä aus dem Wirbelfelde c 
zu berechnen, setzen wir (97) in (96) ein und erhalten 



94 Erster Abschnitt. Vektoren und Vektorfelder. § 28 

curl curl Ä = 4:cc. 

Wenden wir aber die Rechnungsregel (95) auf Ä an und be- 
achten, daß nach (98) div Ä = ist, so folgt: 

(99) 4äc = - V2«. 

Diese Gleichung ist drei Gleichungen für die Komponenten, 

4:7Ct^ V% usf 

äquivalent, welche durchaus der Gleichung 

4:7CQ = — V^gP 

entsprechen, die das skalare Potential q) mit der Quellen- 
verteilung Q des wirbelfreien Feldes verknüpft. Diese Ana- 
logie führt sofort zu den Ausdrücken für die Komponenten 
des Vektorpotentiales, die dem Ausdruck (83) des skalaren 
Potentiales entsprechen 

K-f^^., «,-/t^, «.=/t'.- 

Die drei Gleichungen für die Komponenten ersetzen wir durch 
die Vektorgleichung 

(100) «=/^. 

Es steht noch der Nachweis aus, daß der so bestimmte 
Vektor Ä wirklich der Bedingung (98) Genüge leistet. Um 
ihn zu führen, berechnen wir 

II 1 1 ^ 

Ci S 2 

« 

1 

Es sind natürlich die Änderungen von — bei Verrückung des 

Aufyunktes, die bei der Berechnung des Integrales zunächst 
eingehen. Mit Rücksicht auf die Gleichung (80) des § 22 
können wir diese durch die Veränderung bei entgegengesetzter 
Verrückung des Quellpunktes 

— V — == + V - 
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ersetzen, oder, wie wir hier besser sagen, durch die Verände- 
rung, die beim Portschreiten im Wirbelfelde stattfindet. Über 
das Wirbelfeld soll also das Integral 

erstreckt werden. 

Der Integrand läßt sich mit Hilfe der Rechnungsregel (72) 
umformen; dieselbe ergibt nämlich 

— C V„ = — div (-- 1 H div C: 

da ferner div c = eine wesentliche Eigenschaft des Wirbel- 
feldes ist, so folgt: 

div Ä = — / rft; div (— ] , 

wo jetzt das Raumintegral der Divergenz über das Wirbelfeld 
mit Hilfe des Gaußschen Satzes in ein Oberflächenintegral 
umzuformen ist, das sich auf die Begrenzungsfläche des Wirbel- 
feldes bezieht. 

Wir legen die Fläche /' so, daß sie das ganze Wirbel- 
system einschließt; dann ist auf ihr c^ = 0, und daher 

(101) div « = -f-^ - 0. 

Von Null verschieden würde nämlich r„ nur dann sein 
können, wenn die Fläche f Wirbelfäden durchschneiden würde; 
alsdann würde aber f nicht das ganze Wirbelsystem ein- 
schließen; denn, wie wir im vorigen Paragraphen sahen^ 
können die Wirbelfäden im Innern der Flüssigkeitsströmung 
nicht endigen. Die Aussage, daß die Fläche f das Wirbel- 
system einschließt, enthält mithin für ein unbegrenzte» 
Strömungsfeld c„ = als Konsequenz. 

Es folgt also in der Tat: Wird das Vektorpotential 
(100) aus dem gesamten Wirbelsystem berechnet, so 
verschwindet div Ä im ganzen Felde. 

Für das Folgende ist eine allgemeine Rechnungsregel 
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wichtig, die sich auf die Divergenz des Vektorproduktes 
bezieht. Es ist 

/a«^" adA /ad^ ad \ /ad^ adx 

(dfs a»y\ /a» a»\ ^ /a»^ a» > 
+ ®- V V " W + ^J' V af ~ W + ®^ ValT "" Jy 

oder in vektorieller Schreibweise 

(102) div [««]-=« curl « - « curl «. 

Diese, für beliebige Vektoren ö, 6 gültige Beziehung 
läßt sich durch Anwendung des Gaußschen Satzes sofort in 
«ine Volum- und Flächenintegrale verknüpfende Gleichung 
umwandeln 

{102a) M/[«aL =fdv^ curl « — j dvf& curl ü. 

Ein bemerkenswerter Spezialfall dieser Formel ergibt 
«ich, wenn einer der beiden Vektoren, etwa ®, im ganzen 
Felde nach Richtung und Betrag konstant gesetzt wird; dann 
ist curl 6 gleich Null. Setzen wir nun, gemäß Regel (30), 
indem wir unter tt einen in Richtung der äußeren Normalen 
von f weisenden Einheitsvektor verstehen: 

[««}, = tt[««]==«[tt«], 
«o folgt 

^fdf [ttö] = üjdv curl « , 

und da dies für beliebige Richtung des konstanten Vektors 6 
gelten soll: 

<102b) fdfin»] ^fdv curl «, 

eine ^^^l, f1<»^ fti^^ gftwi}?«^ ÄTiglnp^ift ^i^pn f^g.nBaphftTi Satze 
zukommt. 



^ "■ ^ ^ w 
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Eine zweite Anwendung von (102 a) betrifft die Energie 
des Strömungsfeldes 

Wir erhalten hierfür aus (102 a) 

Da im Unendlichen Ä mindestens von erster Ordnung, 
H daher mindestens von zweiter Ordnung verschwindet, so wird 
das Flächenintegral Null, wenn man die Fläche f ins Unend- 
liche rücken läßt, und es folgt aus (96) 

(103) T^^fdv(tV). 

Die lebendige Kraft der Strömung drückt sich 
für das a uellenfreie Feld durch das Integral über 
das halbe innere Produkt aus r und 9t aus, ganz 
ähnlich, wie für das wirbelfreie Feld sie sich (Gl. 84) durch 
das Integral über das halbe Produkt aus q und (p ausdrückte. 
Dort erschien sie als ein über das Quellengebiet, hier erscheint 
sie als ein über das Wirbelgebiet erstrecktes Integral. 

§ 29. Fläohenhaft verteUte Wirbel. 

Ein Feld, welches von einer Unstetigkeitsfläche durch- 
schnitten wird, kann nur dann als quellenfrei gelten, wenn 
nicht nur in den stetigen Teilen des l'eldes die Divergenz div H, 
sondern auch auf der Unstetigkeitsfläche f^^ (^g^' ^^^' 8) die 
Flächendivergenz von ü verschwindet, d. h. wenn die Normal- 
komponente von H stetig die Fläche f^^ durchsetzt. 

Die einfachste Unstetigkeit des durchweg quellenfreien 
Feldes ist ein Sprung der tangentiellen Komponenten von H. 
Liegt ein solcher vor, so sagen wir, die Fläche sei der Sitz 
eines „Fläch enwirbels'^ Um ein exaktes Maß für diesen zu 
erhalten, gehen wir auf unsere Definition des Wirbels zurück, 
als Grenzwert des Quotienten aus Linienintegral von ü und 

Abraham, Theorie der Elektrizität. 1. 3. Aufl. 7 
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Flächeninhalt der umBchlungenen Fläche. Freilich müssen wir 
hier, wo es sich um flächenhaft verteilte Wirbel handelt, das 
Maß der Wirbelstärke nicht durch den Quotienten aus einem 
Linienintegral und einer Fläche, sondern aus einem Linien- 
integral und einer Länge nehmen, ähnlich wie die Divergenz 
als Ergiebigkeit pro Volumeinheit, die Flächendivergenz hin- 
gegen al6 Ergiebigkeit pro Flächeneinheit definiert war. Wir 
lassen nun die (o;^)- Ebene mit der Tangentialebene in dem 
betreffenden iPunkte der Fläche zusammenfallen, die ;e?- Achse 
mit derjenigen Normalenrichtung, die von (2) nach (1) weist, 
und die im § 24 durch den Einheitsvektor tt bestimmt 
worden ist. 

Wir konstruieren femer ein kleines Rechteck in der 
(y;e?) -Ebene, das von der Unstetigkeitsfläche halbiert wird, und 
umlaufen es, indem wir zunächst auf der Seite (2) parallel 
der y- Achse, dann von (2) nach (1) parallel der ;?- Achse, 
sodann auf der Seite (1) parallel der negativen ^-Achse und 
von (1) nach (2) parallel der negativen jgr- Achse gehen. Läßt 
man die Länge der zur y- Achse parallelen Seiten dy konstant, 
verkleinert aber die beiden anderen mehr und mehr, so wird 
der Wert des längs des beschriebenen Weges erstreckten 
Linienintegrales 

gleich 

Dividiert man durch dy imd geht zur Grenze über, so 
erhält man die o;- Komponente des Flächenwirbels 

In entsprechender Weise folgt die y- Komponente 

Setzen wir den resultierenden Flächenwirbel gleich 
49rg, so hat man die Yektorgleichung 

(104) 47rB = [tt, Hl -Hg]. 



w V 
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Man kann den soeben angedeuteten Grenzübergang derart 
modifizieren^ daß man das Wirbelfeld zuerst zwischen zwei 
zu /*i2 p&rallele Flächen einschließt und dann durch Annäherung 
dieser beiden Flächen an f^^ zum örenzfalle des Flächenwirbels 
übergeht. Dabei entwickelt sich aus dem räumlich verteilten 
Wirbel, in dem die Geschwindigkeitskomponenten noch end- 
liche DifPerentialquotienten besitzen, die ünstetigkeitsfläche, 
längs deren die Flüssigkeitsschichten mit verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten aneinander vorbeigleiten. Es liegt nahe, in 
diesem Falle, nach Analogie der Gleichung (100), das Vektor- 
potential des Flächenwirbels folgendermaßen zu bestimmen 

(106) « =/.//;, ^ ■ 

Wir wollen diese Formel noch auf einem anderen Wege 
begründen. Wir gehen aus von dem im § 24 gewonnenen 
Resultate, daß das skalare Potential eines fläch enhaft veiteilten 
Quellensystemes 

9 =*J dfu 



CO 

r 



ist, wenn 9 selbst auf der Fläche stetig ist, die normale 
Ableitung aber den durch Gleichung (85) definierten Sprung 

M dtp . dq> 

erfährt. Haben wir es mit einer Unstetigkeitsfläche im quellen- 
freien Felde zu tun, bei deren Durchquerang das Vektor- 
potential Ä selbst sich stetig verhält, aber die Differential- 
quotienten von Ä^, Äy, Ä^ gewisse Sprünge erfahren: 

so wird die Formel (105) gelten; denn zu beiden Seiten der 
Unstetigkeitsfläche befriedigen das skalare Potential, wie die 
Komponenten des Vektorpotentiales die Laplacesche Gleichung. 
Es ist nur der Nachweis erforderlich, daß diese Größen g^ 
gy, 9^, die sich zunächst auf ein beliebiges Koordinatensystem 
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beziehen, die Komponenten eben des Vektors g sind, den wir 
in (104) erhalten. Um ihn zu führen, spezialisieren wir das 
Koordinatensystem in derselben Weise wie oben, indem wir 
setzen 

_a_^j_ _a_ d_ 

dn^ dz ' dn^^ dz 

und wegen der Stetigkeit von Ä bei Durchquerung der Fläche 

Man erhält dann 

/ati\ /d%\ /d%^ a«\ /a«^ ati\ 
^^h-\dzJi \aWi""\ay aWi \ay dzj^' 

woraus wegen H = curl Ä folgt 

in Übereinstimmung mit dem obigen Resultate (104). 

Das Verschwinden der dritten, zur Unstetigkeitsfläche 
normalen Komponente des Flächen wirbeis, das aus den all- 
gemeinen Sätzen über Wirbelfäden folgt, hängt mit dem Ver- 
schwinden von div Ä zu beiden Seiten der Unstetigkeitsfläche 
zusammen. 

Der Doppelschicht von Quellen entgegengesetzt gleicher 
Ergiebigkeit würde hier eine Doppelschicht von Flächenwirbeln 
entsprechen, dem Sprunge des skalaren Potentiales ein Sprung 
des Vektorpotentiales. Ein Beispiel wäre eine strömende, sehr 
dünne Flüssigkeitsschicht, an die beiderseits ruhende Flüssigkeit 
angrenzt. Beim Durchqueren der Schicht springt die Ge- 
schwindigkeit auf einen endlichen Wert und sinkt dann wieder 
auf Null. Dabei wäre, um einen endlichen Sprung von Ä zu 
erhalten, die Geschwindigkeit in der Schicht unendlich zu 
machen, derart, daß beim Grenzübergang das Produkt aus 
Geschwindigkeit und Dicke der Schicht einem endlichen Werte 
zustrebt. Es ist jedoch der Grenzfall eben wegen der er- 
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forderlichen unendlichen Geschwindigkeit nicht strenge zu 
realisieren, ebensowenig, wie eine Doppelschicht von Quellen, 
innerhalb deren die normale Komponente der Geschwindigkeit 
unendlich werden müßte. Beides sind mathematische Ab- 
straktionen, die nur bei der Darstellung des Feldes in einiger 
Entfernung von der Schicht in Betracht kommen. 

§ 30. Zerlegung eines beliebigen Vektorfeldes in ein quellen- 
freies und ein wirbelfreies Feld. 

Es sei jetzt ein beliebiges unbegrenztes Vektorfeld ü 
gegeben; dasselbe sei im allgemeinen stetig; nur beim Durch- 
schreiten gewisser Flächen mögen die Komponenten von ü 
sich unstetig ändern. Es soll jedoch H stets endlich sein, 
auch auf den Unstetigkeitsflächen ; durch diese Festsetzung 
werden Doppelschichten von Quellen oder Wirbeln von der 
Betrachtung ausgeschlossen. Die Quellen und Wirbel des 
Strömungsfeldes mögen durchweg im Endlichen liegen. 

Dieses Feld läßt sich als Superposition eines wirbelfreien 
Feldes H' und eines quellenfreien Feldes H" darstellen, und 
zwar nur auf eine einzige Weise. Das Feld H' werde so be- 
stimmt, daß im ganzen Räume seine Divergenz und auf 
etwaigen Unstetigkeitsflächen f^^ seine Flächendivergenz der- 
jenigen des gegebenen Vektorfeldes gleich sei, 

div n' == div H = 4.nQ, - (n;, -f H' J = - (H,, + H J = 4 ^co 

Hierdurch ist das wirbelfreie Feld H' eindeutig bestimmt. 
Es ist nach den Vorschriften der §§ 23, 24 mit Hilfe des 
skalaren Potentiales (p zu berechnen, das auf f^^ stetig ist, da 
ja Doppelschichten ausgeschlossen sind: 

(106) t.' = -V9,, 9,=J^+J^. 

Der Vektor ti — n' = n" ist jetzt quellenfrei, er ist, wie 
im § 28 bewiesen wurde, eindeutig durch die Wirbelverteilung 
bestimmt, die auf den Unstetigkeitsflächen auch als Flächen- 
wirbel (§ 29) sich darstellen kann; räumliche und flächenhafte 



102 Erster Absclmitt. Vektoren und Vektorfelder. § 30 

Wirbelyerteilung von H" ist mit derjenigen von H identisch, 
da ja H' wirbelfrei ist, 

curl ü" = curl H = 4;rc, [tt, ü/' — Üg"] = [tt, t^^ — Üg] = 4;rB . 

Es wird mithin 

(107) 11" = curl«, %^f^+f^. 

Durch (106, 107) ist das Vektorfeld H in seinen 
wirbelfreien und seinen quellenfreien Bestandteil zer- 
legt. Für ein unbegrenztes Feld ist diese Zerlegung 
nur auf eine einzige Weise möglich. 

Hat man es mit einem begrenzten Vektorfelde zu tun, so 
ist die Zerlegung im allgemeinen auf vielerlei Weisen möglich. 
Deim denkt man es sich zu einem den unendlichen Raum 
erfüllenden Felde ergänzt, so kann man in dem hinzugefugten 
I'elde die Verteilung der Quellen und Wirbel bis zu einem 
gewissen Grade willkürlich variieren, ohne das ursprüngliche 
Feld dadurch zu ändern. Orenzt man etwa in einem Vektor- 
felde einen Bereich ab, in dem weder Quellen noch Wirbel 
liegen, so kann man innerhalb dieses Bereiches das Feld nach 
Belieben entweder aus einem Vektorpotential oder aus einem 
skalaren Potential ableiten; die erstere Darstellung würde der 
Annahme von Wirbeln außerhalb des Bereiches, die zweite 
der Annahme von Quellen entsprechen. Ein Beispiel dieser 
Art werden wir im nächsten Abschnitte kennen lernen. 

Wir kehren zum unbegrenzten Felde zurück und stellen 
die Aufgabe, die Energie dieses Feldes zu berechnen. Indem 
wir der idealen Flüssigkeit unserer hydrodynamischen Abbildung 

wiederum die Dichte ^- zuschreiben, erhalten wir für die ge- 
samte lebendige Eraft des Strömungsfeldes 

Wir untersuchen zuerst das dritte Glied, das sich als ein 
über den ganzen Baum erstrecktes Integral aus dem wirbel- 
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freien Viktor 

und dem quellenfreien Vektor li'' darstellt. Berücksichtigt man 

div H'' = 0, 
so ergibt die Formel (72) 

div (f H" = H" Vy ^ -r ji'ii". 
Bei der Berechnung des Volumintegrales 

Jdv H' H" - ^fdv dir (p H" 

dürfen wir nicht ohne weiteres über die Unstetigkeitsflächen 
hinweg integrieren, wir haben vielmehr den Raum in Raum- 
stücke zu zerlegen, innerhalb deren das Feld stetig ist. Zu 
den Begrenzungsflächen gehören die Unstetigkeitsflächen f^^. 
Jedes Element derselben kommt zweimal vor ids Begrenzung 
der beiderseits liegenden Raumstücke (Abb. 8). Daher ergibt 
der Oaußsche Satz 

fdv ö' t" = - Jd/i, {g>, tj' + g>, tj ) -fdfg> !.„" . 

Das erste, über die Unstetigkeitsfl'äche erstreckte Integral 
verschwindet, denn es ist 

da Doppelschicbten ausgeschlossen waren, und 

weil der Vektor H" quellenfrei ist. Das zweite Integral, 
welches über die unendlich entfernte, das ganze Feld ein- 
schließende Fläche zu erstrecken ist, verschwindet und zwar 
mindestens von der ersten Ordnung. Mithin ist 



/ 



dv H' H'' = 0, 

es gilt folgender wichtige Satz: Das über den ganzen 
Raum erstreckte Integral des inneren Produktes aus 
einem quellenfreien und einem wirbelfreien Vektor 
ist Null. 
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Nunmehr wird die lebendige Kraft der Strömung 

(108) r= ±Jdv H'« + ^fdv H"« = T' + r'. 

Die Energie eines Strömungsfeldes stellt sich dar 
als Summe der Energien des wirbelfreien und des 
quellenfreien Bestandteiles. 

Für stetige Felder hatten wir die Berechnung der Energie 
durchgeführt, sowohl für wirbelfreie (84), wie für quellenfreie 
Felder (103). Unter Berücksichtigung der Flächendivergenz 
und des Flächenwirbels gestaltet sich jetzt die Berechnung 
von T' bzw. T" folgendermaßen: 

wird mit Hilfe von (72) umgeformt in 

r = ^fdv(pdiYt^'- ^ CdvdiY(p b'. 

Das erste Glied ergibt 

das zweite wird wiederum mit Hilfe des Gaußschen Satzes 
umgeformt; der Beitrag der das ganze unendliche Feld ein- 
schließenden Fläche verschwindet und es bleibt nur der Bei- 
trag der Unstetigkeitsflächen übrig, die als Begrenzungsflächen 
der stetigen Teile des Feldes auftreten; dieser Beitrag ist 

Es wird daher 

(108a) r = ^Jdv Q q, +\Jdf^, m <p. 

In analoger Weise wird 

r^ = A fdv ll"2 = i- fdv H" curl « 
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mit Hilfe der Rechnungsregel (102) umgeformt in 

T" = ^fdv%t + i^fdv dir [«H"] . 

Das Volumintegral der Divergenz wird wieder mit Hilfe 
des Gaußschen Satzes in ein Aggregat von Flächenintegralen 
umgewandelt, wobei die Komponente des Vektorproduktes 
[ÄH"] in Richtung der Normalen der ünstetigkeitsfläche f^^ 
auftritt. Es ist 

hingegen 

[«>»"],. = n[«,ii,"]; 

denn n sollte ein Einheitsvektor sein, welcher die von 1 nach 2 
weisende Normalenrichtung darstellt (Abb. 8). Die Rechnungs- 
regel (31) ergibt nun 

- n [«ii«a"] = «1 [nt«i"J; nin^t^,"] %, [nö,"]. 

Daher wird 

^fdv div [«!."] = ^fdf,, { «1 [nöi"] - «, [n ti,"] } ; 

das über die Begrenzung des ganzen Feldes erstreckte Integral 
verschwindet auch hier. Da Doppelschichten von Wirbeln 
ausgeschlossen waren, so darf das Vektorpotential auf df^^^ 
keinen Sprung erfahren;, es ist hier 

mithin 

«1 [«»i"] - %[n*,"] = « • [n(l.i" - V')] = «4;r9. 
Es wird daher schließlich 

(108b) T" = \fdvtn + \Jdf^, 9«. 

Auch für die Berechnung der Energie des Feldes ersetzt 
die Flächendivergenz voUständig die räumliche Divergenz, der 
flächenhaft verteilte Wirbel den räumlich verteilten. Wir 
hätten in der Tat die Formeln (108 a), (108 b) erhalten, wenn 
wir das Feld zunächst als stetig angesehen hätten und dann zum 
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Grenzfall des unstetigen Feldes übergegangen wären, wobei 
aus der räumlicb verteilten Divergenz die Flächendivergenz, aus 
dem räumlich verteilten Wirbel der Fläcbenwirbel entstellt. 



§ 31. Pio Äquivalenz von WirlbelliiuQ 
und Doppelsohieht. 

Wir denken uns wieder ein unbegrenztes, quellenfreies 
Strömungsfeld. Die. Strömung soll von einem einzigen Wirbel- 
faden von gegebener Leitlinie herrühren; es soll also das 
Linienintegral von H für jede geschlossene Linie verschwinden, 
welche den Wirbelfaden nicht umschlingt; für eine geschlossene 
Linie hingegen, welche den Wirbelfaden einmal umkettet, er- 
gibt der Stokessche Satz: 

p 

f i^,ds-=^ I d/'ttin, Öl == curln. 

Wir können die Fläche f bei festgehaltener Ritndkurve s 
beliebig deformieren, so daß sie den Wirbelfaden m verschie- 
denen Querschnitten senkrecht durchschneidet. Da hierbei das 
Linienintegral seinen Wert nicht ändert und da das Flächen- 
integral gleich dem Momente des Wirbelfadens, d. h. gleich dem 
Produkte g | IQ | aus Querschnitt und Wirbelstärke sich ergibt, 
so muß das Moment für alle Querschnitte des Wirbelfadens 
dasselbe sein. Der Wirbelfaden kann demnach nicht innerhalb 
der Flüssigkeit endigen; denn gesetzt dieses wäre der Fall, so 
könnte man die Fläche f so ausbiegen, daß sie ganz im wirbel- 
freien Gebiete verläuft, daß mithin das Linienintegral von H 
gleich Null wird; vorhin aber war das über dieselbe Kurve 
erstreckte Linienintegral durch Konstruktion einer den Wirbel- 
faden schneidenden Fläche von Null verschieden gefunden 
worden. Das ist ein Widerspruch, der nur vermieden wird, 
indem der Wirbelfaden beiderseits ins Unendliche läuft oder 
eine im Endlichen verlaufende, geschlossene Leitlinie besitzt. 

Wir verringern nun den Querschnitt des Wirbelfadens 
und vergrößern zugleich die Wirbelstärke innerhalb des Fadens 
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derart, daß das Produkt aus beiden GröBen, das Moment de9 
WirbelfadenS; konstant bleibt. Dann reduziert sich schlieBUch 
der Wirbelfaden auf eine Wirbellinie, von dem Momente 

lim 9 1 m I » 4;r lim S | c | =« 4ütr, 

und es wird für jede die Wirbellinie einmal umschlingende 

Kurve 

p 



ß 



p 

Das Vektorpotential dieser Wirbellinie wird gegeben durch 
den aus (100) hervorgehenden Ausdruck 



(109) «--^/t- 



Hierbei stellt das gerichtete Linienelement di die Richtung 
der Wirbelachse dar, der sich der üroiaufssion der Flüssig- 
keitsbeweguog zuordnet, wie der Umlaufssinn der Fojrtschrei- 
tungsrichtung bei einer rechtsgängigen Schraube. In der 
unmittelbaren Nähe der Wirbellinie wird die Geschwindigkeit 
der StröiQung unendlich; in diesem Gebiete fiihrt die Ideali- 
sierung der Aufgabe, die in dem vorgenommenen Grenzüber- 
gange liegt, zu unzulässigen Eonsequenzen. In dar Tat 
kann ein Wirbel von endlichem Momente ebensowenig auf 
eine mathematische Linie zusammengedrängt werden, wie eine 
Quelle von endlicher Ergiebigkeit auf einen mathematischen 
Punkt. Wohl aber kann man einen Wirbelfaden von end- 
lichem Querschnitt unter Umständen durch eine Wirbellinie 
ersetzen, nämlich dann, wenn die Abmessungen des Quer- 
schnittes klein sind sowohl gegen die Längsabmessungen des 
Fadens, wie gegen den Abstand des Aufpunktes von den 
Elementen des Fadens. Hier leistet die Wirbellinie dieselben 
Dienste, die für das wirbelfreie Feld der Quellpunkt oder die 
Doppelquelle leistete. 

Wir berechnen jetzt nach den Regeln des § 28 die Ge- 
schwindigkeit der Strömung, H »» curl R, wobei wir nach den 
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Koordinaten xyz des Aufpunktes zu differentiieren haben; 
stellt X den von d% nach dem Aufpunkte hin gezogenen Radius- 
vektor vor, x^jXyy Xg seine Komponenten, so wird 

usf. 
Mithin wird der Vektor H 

(110) * = r/^[rf8r]. 

Der Geschwindigkeitsvektor in irgendeinem Punkte des 
Feldes stellt sich hier dar als geometrische Summe von Ge- 
schwindigkeiten 

die von den einzelnen Elementen der Wirbellinie herrühren. 
Der Beitrag eines jeden WiAelelementes ist proportional dem 
Momente 4^r der Wirbellinie, femer dem reziproken Qua- 
drate des Abstandes von Wirbelelement und Aufpunkt und 
dem Sinus des Winkels, den die Wirbelachse und der nach 
dem Aufpunkte hin gezogene Radiusvektor miteinander ein- 
schließen; die Richtung von dt^ steht senkrecht auf der Ebene, 
die durch Wirbelachse und Radiusvektor gelegt ist. Die 
Vektoren dS, t, dt^ folgen aufeinander in dem Sinne, wie 
Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand. Diese 
Regel ist identisch mit der Ampereschen Schwimmregel, 
wie man erkennt, wenn man den Daumen der rechten Hand 
der Richtung vom Fuße zum Kopfe parallel und den Zeige- 
finger nach vom streckt; der Mittelfinger weist dann nach 
links. Wir haben damit das Biot-Savartsche Gesetz 
gewonnen, welches in der Lehre vom Elektromagnetismus 
eine so wichtige Rolle spielt. Dabei ist zu beachten, daß die 
Zerlegung des Ausdruckes (110) in Beiträge der einzelnen 
Wirbelelemente einigermaßen willkürlich ist; ein Wirbel- 
element für sich allein kann nicht existieren, sondern nur die 
geschlossene Wirbellinie als Ganzes; nicht den hypothetischen 
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Beiträgen der einzelnen Wirbelelemente, sondern nur ihrer 
Vektorsumme (110) kommt eine physikalische Bedeutung zu. 
Man kann nun das Feld einer Wirbellinie noch von 
einem wesentlich anderen Standpunkte aus betrachten. Das- 
selbe ist nämlich, von der Wirbellinie selbst abgesehen, 
wirbelfrei und muß sich daher von einem skalaren Potentiale 97 
ableiten. Freilich ist dieses Potential nicht, wie das soeben 
untersuchte Vektorpotential, einwertig, sondern es nimmt bei 
jeder Umkreisung der Wirbellinie um 4;rr ab. Indessen kann 
man diese Vieldeutigkeit beseitigen, wenn man irgendeine von 
der Wirbellinie umrandete Fläche f^^ konstruiert und diese 
aus dem Felde ausschließt. Alsdann entsteht ein Feld, welches 
überall quellenfrei und wirbelfrei ist, und f^^ als ünstetig- 
keitsfläohe besitzt. Diese Unstetigkeitsfiäche des wirbelfreien 
Feldes ist nun nach den Regeln des § 25 zu behandeln. 
Die Geschwindigkeit H selbst hat zu beiden Seiten der Fläche 
den gleichen Wert; denn die Fläche verläuft ja, von der 
Randkurve abgesehen, in dem Gebiete der stetigen Strömung. 
Die Flächendivergenz ist mithin Null. Das Potential hingegen 
erfahrt eine Abnahme 

9?! — 9)3 ■= / H, d5 = 4;rr, 
1 

wenn man, der Strömung der Flüssigkeit folgend, von der 
Seite (1) der Unstetigkeitsfiäche, die Wirbellinie umkreisend 
zur Seite (2) gelangt; es wächst um 4;rr beim Durchschreiten 
der Fläche. Diese Unstetigkeit des Potentiales war es, die 
wir im § 25 durch eine Doppelschicht von Quellen darstellten. 
Wir zeigten daselbst, daß durch die Unstetigkeiten der Ge- 
schwindigkeit und des Potentiales das quellenfreie Feld ein- 
deutig bestimmt ist. Mithin ist das Feld einer Wirbel- 
linie identisch mit dem Felde einer homogenen 
Doppelschicht, die auf einer von der Wirbellinie um- 
ran^deten Fläche ausgebreitet ist. Dabei ist die positive 
Seite der Doppelschicht durch die Amperesche Regel der 
Wirbellinie zugeordnet. Das vektoriell aufgefaßte Moment der 
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Doppelschicht, das im § 25 mit m bezeichnet wurde, und 
das von der negativen nach der positiven Seite der Doppel- 
schicht weist, entspricht dem durch di festgelegten Umlaufs- 
sinn längs der Wirbellinie, wie der Fortschrei tungssinn der 
Umlaufsbewegung bei einer Rechtsschraube. Das Moment der 
Wirbellinie wird durch Aict dargestellt, wo t eine stets positive 
Größe isfc 

Wir können jetzt die im § 25 für das Potential einer 
homogenen Doppelschieht abgeleitete Beziehung (88 a): 

(111) (p^±tSl 

unmittelbar auf den vorliegenden Fall übertragen. Sl stellt 
dabei den körperlichen Winkel dar, unter dem vom Auf- 
punkte aus die Doppelschicht erscheint, mit positivem oder 
negativem Vorzeichen genommen, je nachdem der Aufpunkt 
sich auf der positiven oder negativen Seite der Doppelschicht 
befindet. Gehen wir von der Doppelschicht zur äquivalenten 
Wirbellinie über, so haben wir vom Aufpunkte aus Gerade 
durch die Punkte der Wirbellinie zu legen und so die Wirbel- 
linie auf die um den Aufpunkt als Mittelpunkt gelegte Ein- 
heitskugel zu projizieren; der Flächeninhalt der Projektion 
ist Sl. Je nachdem der Umlaufssinn um diese Flächenstücke 
der Einheitskugel durch den Umlaufssinn der Wirbellinie in 
dem einen oder anderen Sinne bestimmt wird, hat man in 
(111) ± i2 zu setzen. Hiernach ist klar, daß das Potential 
einer Doppelschicht nur von der Randkurve abhängt. Es er- 
ledigt sich auch die Frage nach dem Potential einer Doppel- 
schicht, für deren Stücke der Aui^unkt bald auf der positiven, 
bald auf der negativen Seite liegt. Hier wird die auf die 
Einheitskugel projizierte Randkurve sich selbst schneiden und 
demgemäß die Flächenstücke der Einheitskugel bald in dem 
einen, bald in dem anderen Sinne umlaufen; danach sind 
diese mit positivem bzw. negativem Vorzeichen in Rechnung 
zu ziehen. Endlich wird auch die zu Ende des § 25 ge- 
machte Bemerkung verständlich, daß am Rande der Doppel- 
schicht die angewandte Rechnungsmethode unzulässig wird. 
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In der Tat ist hier die Geschwindigkeit der Strömung un- 
endlich, und es ist aus diesem Grunde die Randkurve durch 
eine Röhre aus dem Felde auszuschließen, wenn man mit einet 
ungeschloösenen Doppelschicht operiert. 

Zeigt die Äquivalenz von Doppelschicht und Wirbellinie 
manche der Resultate, die für erstere vom Standpunkte des 
Quellenfeldes aus gewonnen wurden, in neuer Beleuchtung, so 
gestattet sie anderseits, das Feld der Wirbellinie auf Grund 
der Theorie der wirbelfreien Felder zu berechnen, ohne das 
Vektorpotential zu benutzen. Wir wollen diese Ableitung an- 
geben und uns davon überzeugen, daß auch auf diesem Wege 
die Relation (110) erhalten wird. Wir berechnen den Gra- 
dienten des Potentiales (Hl), wobei wir der Einfachheit wegen 
den Au^unkt auf der positiven Seite der zugeordneten Doppel- 
schicht annehmen; dann wird 

Hierbei stellt V^Ä die Änderung vor, welche der körper- 
liche Winkel Ä erfährt, wenn der Aufpunkt um die Längen- 
einheit verschoben wird. Verschiebt man statt dessen die 
Wirbellinie translatorisch, so ist, da Sl nur von der relativen 
Lage von Aufpunkt und Wirbellinie abhängt, nach § 22 

zu setzen. Der durch Verrückung des Wirbelfadens bei fest- 
gehaltenem Aufpunkte entstehende Zuwachs von £1 setzt sich 
zusammen aus den Flächeninhalten der auf die Einheitskugel 
um den Aufpunkt projizierten Flächenelemente, welche die 
Elemente di der Wirbellinie bei der Verrückung bestreichen; 
diese Flächenelemente sind so zu behandeln, als ob sie mit 
Doppelschichten vom Momente 1 belegt wären; ihre Poten- 
tiale zusammengenommen ergeben den Zuwachs von ß. Ver- 
schiebt man nun den ganzen Wirbelfaden in der durch den 
Einheitsvektor t^ festgelegten Richtung um die Längeneinheit, 
so bestreicht das Element d% der Wirbellinie das Parallelo- 
gramm 
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die Projektion desselben auf die Einheitskugel wird positiv in 
Rechnung zu ziehen sein, wenn der jenes Vektorprodukt dar- 
stellende, auf der Ebene von t^ und d% senkrechte Vektor mit 
dem von d% nach dem Auf punkte hingezogenen Radiusvektor 
einen spitzen Winkel einschließt; denn in diesem Falle liegt 
der Aufpunkt auf der positiven Seite der hinzukommenden 
Doppelschicht. In dem entgegengesetzten Falle, wo jener 
Winkel ein stumpfer ist, liegt der Aufpunkt auf der negativen 
Seite. Beide Fälle faßt man zusammen, indem man den Bei- 
trag, den d% zum Zuwachs von Sl liefert, mit Rücksicht auf 
Formel (30) schreibt 



pt[t,d8]==^.[d8r]. 



Integriert man nun über die Wirbellinie, so resultiert 

als Zuwachs von Sl bei einer translatorischen Verrückung der 
Wirbellinie parallel einem beliebigen Einheitsvektor tj. Wir 
erhalten mithin 



H^-rV^ß 



= rf^^id^tl 



eine Formel, die mit (110) identisch ist. 

Eine andere Methode, die Äquivalenz von Wirbellinie 
und Doppelschicht zu kontrollieren, ist die, daß man dem 
Felde der Doppelschicht ein Vektorpotential zuordnet und 
dieses auf die Form (109) bringt. Wir gehen indessen an 
dieser Stelle hierauf nicht ein, da die Äquivalenz der beiden 
Felder genügend sichergestellt erscheint. 



§ 32. Bechnungsregeln, Die Operation (91V)8. 

Den Rechnungsregeln, die uns bisher bei der Entwicklung 
der Theorie der Vektorfelder begegneten, treten noch eine Reihe 
weiterer Regeln an die Seite. 
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Wir beginnen mit der Regel für den Curl des Produktes 
aus einem Skalar v und einem Vektor 91 

(112) curl v%^v curl « + [Vv, «], 

Ton deren Richtigkeit man sich durch Nachrechnen leicht 
überzeugt. Ist z. B. Ä der Gradient eines zweiten Skalars p 

so ist das Feld von 91 wirbelfrei, mithin 

curl Ä == curl Vp = 0; 

es folgt daher aus (112): 

(1 12a) curl { v Vj) } = [Vt;, Vp] . 

Die letzte Gleichung findet Anwendung, wenn es sich um 
die resultierende Erafk handelt, die in einer kompressiblen 
Flüssigkeit oder in einem Gase auf die Masseneinheit wirkt 
Diese Kraft findet man entgegengesetzt gleich dem Produkte 
aus spezifischem Volumen v und dem Druckgradienten Vp. 
Der Curl dieses Produktes steht links; integriert man ihn 
über eine ungeschlossene Fläche f, so ergibt der Stokessche 
Satz 

(112b) , ^fv ^^ds^ -JdfV^v, Sfp\, 

p 

Links steht jetzt dfe Arbeit, welche die von dem 
Drucke der umgebenden Flüssigkeit herrührende 
Kraft bei Verschiebung der Masseneinheit auf einem 
geschlossenen Wege leistet. Soll diese Arbeit für 
«inen beliebigen geschlossenen Weg Null sein, so muß 
der Gradient von v überall parallel dem Gradienten von p 
sein, d. h. es müssen die Flächen konstanten spezi- 
fischen Volumens und konstanten Druckes zusammen- 
fallen. Ist das nicht durchweg der Fall, so wird es Wege 
geben, für die das Linienintegral der Kraft von Null ver- 
jschieden ist. 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. S. Aufl. 8 
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§ 32 



Es wurde bereits häufig die Operation (ÄV) auf Skalare 
angewaadt. («V)^ gab aUgemein den Zuwachs an, den der 
Skalar g> beim Fortschreiten in der Richtung von Ä erfuhr; 
derselbe war auf die Längeneiuheit zu beziehen und mit dem 
Betrajge von Ä zu multiplizieren. Die gleiche Operation 
können wir nun auch auf . einen Vektor 18 anwenden. Ist Ä 
ein Einheitsvektor, so stellt (ÄV)8 den auf die Längeneinheit 
berechneten Zuwachs dar, den der Vektor 8 erfährt, wenn 
man in seinem Felde in der durch 9C angezeigten Richtung 
fortschreitet. Ist Ä kein Einheitsvektor, so geht der Betrag 
von Ä als Faktor ein. Es sind die Komponenten von 
(«V)»: 



(113) 



(«V)», = «.-^ + «,-^ + « 



(«V)», = « 



'* dx 

d 



y dy 



« dx 



+ ««-^ + « 



« dz 

a» 



y dy 



+ «. 



y 

dz • 



! Wir berechnen jetzt den Vektor 

(«V)»-«div». 
Seine a:-Komponente ist 



(«V)», - % div » = «^ 



a». 



«. 



a» 



a». 



- + «.-^-« 



dy *"« dy ' ^ dz 
Durch Vertauschung von Ä und © folgt 



a». 



cz 



a«. 



a«. 



a«. 



^* a^p 



und durch Subtraktion der vorigen Formel von dieser 
{(»V)« - («V)» + « div » - » div «}^ 



Hier steht rechts die iC-Komponente von curl [Ä©]. Ea 
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gilt mithin für den CurI des Vektorproduktes die 
Rechnungsregel 

(114) curl [«»] = (»V)« - («V)» + « div » - » div «. 
Wir berechnen anderseits 

(«V)» + [«curl»]. 
Die a;-Komponente ist 

*« "ä^ + *!' 'ä7 + *' "äF + ^ATx~ ~ ~dy) ~ ^'VTz — 'd^) 

d^„ ^3ü« dfb, 

^^ dx ^^y dx ^^* dx 

Addieren wir hierzu die durch Vertauschung von 91 und 18 
entstehende Beziehung, so erhalten wir: 

(115) V(«») = («V)» + (»V)« + [« curl »] + [» curl «]. 

In den beiden nächsten Paragraphen werden die Regeln 
(114), (115) Anwendung finden. 



§ 33. Zeitliche Änderung eines Vektorfeldes, 

beurteilt von einem bewegten Bezugssysteme aus. 

Die Grundgleiohungen der Hydrodynamik. 

Bisher haben wir nur stationäre Vektorfelder untersucht, 
d. h. solche, die sich mit der Zeit nicht ändern. Die Gesetze 
der zeitlichen Änderung eines Vektorfeldes gehören nicht zu 
der allgemeinen Geometrie der Vektorfelder, sondern zu der 
Dynamik der speziellen Kraftfelder und Strömungsfelder. 
Immerhin gibt es einige allgemeine Regeln darüber, wie man 
die zeitliche Änderung eines Vektorfeldes, wenn sie für ein 
ruhendes Bezugssystem gegeben sind, auf ein bewegtes Be- 
zugssystem umzurechnen hat. Die analoge Aufgabe haben 
wir in den Paragraphen 12 und 13 für den einzelnen, am Ko- 
ordinatenanfang abgetragenen Vektor gelöst. 

Wir denken uns jetzt ein starres Gerüst, welches sich durch 
das Vektorfeld bewegt, indem die Achsen zunächst sich selbst 
parallel bleiben. Es sei Hq die Geschwindigkeit des Gerüstes. 

8» 
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Wir nennen -^ die zeitliche Änderung, die der Vektor Ä an 

einem im Räume festen Punkte erfahrt, -^ die zeitliche Ände- 
rung an einem Punkte des Gerüstes. Die Differenz 

dt dt 

ist derjenige Zawachs, den der Vektor Ä infolge der Bewegung 
des Oerüstes durch das Feld erfährt. Dieser von einem mit- 
bewegten Beobachter festzustellende Zuwachs beträgt (bo^)V(. 
Es ist mithin die gesamte zeiibliche Änderung, beurteilt von 
einem translatorisch bewegten Bezugssystem aus. 

Hat man es z. B. mit einem bewegten Flüssigkeitsteilchen 
zu tun, so stellt -^ die Beschleunigung des betreffenden Massen- 
elementes dar, vorausgesetzt, daß man das Bezugssystem mit 
der Geschwindigkeit H bewegt, die eben jenem Massenteile zu- 
kommt. Hier gilt 

Diese Beschleunigung ist nun nach den Grundgesetzen der 
Mechanik der auf die Masseneinheit bezogenen £j*aft gleich. 
Schließt man Reibung aus, so setzt sich die Kraft zusammen 
aus der Kraft der Gravitation, die sich aus einem Poten- 
tiale ^ ableitet, und der von den benachbarten Flüssigkeits- 
teilchen ausgeübten Kraft — vVj), von der im vorigen Para- 
graphen die Rede war. Die erhaltene Gleichung 

(117) 1^ + (UV)» V * - vVp 

ist die Grundgleichung der Hydrodynamik in der Form, 
die man als „Eulersche Form^^ zu bezeichnen pflegt, und 
die ein im Räume festes Bezugssystem zugrunde legt. 

Die Rechnungsregel (115) ergibt 

(llV)li = iVli«~[lltti], 
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wenn Ui = cur! H vrieder den Wirbel bezeichnet. Es ist daher 

(118) 1^ == ^ V { * + in*} - t;Vi) + [um]. 

Bisher wurde das starre Gerüst nur translatorisch durch 
das Vektorfeld bewegt. Wir wollen jetzt auch Rotationen in 
Betracht ziehen^ so daß die Geschwindigkeit der Punkte des 
Gerüstes durch Gleichung (35) 

IB = Ho + [ttt], 
bestimmt ist^ woraus 

div H = 0, curl H «= 2tt 
folgt. 

Die zeitliche Änderung -^ in diesem allgemeineren Falle 

setzt sich jetzt aus drei Teilen zusammen: Erstens der zeit- 

lieh» l^^ ^ de, y.«o. «. di, „ eMe. i„ B..., 

festen Punkte stattfindet; zweitens der Änderung, die infolge 
der Bewegung des betreffenden Punktes des Gerüstes durch 
das Feld einem mitbewegten Beobachter stattzufinden scheint: 
(llV)Ä; drittens endlich kommt die Änderung in Betracht, die 
infolge der Rotation des Bezugssystemes stattfindet, wenn wir 
die zeitliche Änderung von % eben von dem rotierenden 
Systeme aus beurteilen, d. h. % auf ein im Gerüste festes 
Achsensystem beziehen. Nach § 13 ist die letztere Änderung 
[Ätt]. Wir erhalten daher 

(119) W = ^ + (*^)« + t«»] 

als resultierende, von dem rotatorisch und trans- 
latorisch bewegten Gerüste aus beurteilte zeitliche 
Änderung des Vektors Ä. 

Man überzeugt sich durch Nachrechnen davon, daß 

(«V)li = - [Ätt] 

zu setzen ist; da femer 

curl H == 2tt 
gilt, so ist 

[«tt] = [« curl H] + («V)li, 
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mithin nach (115). 

(119a) ^ = -a* + V(ö«) - [I. curl «]. 

Setzt man anderseits in (119) 

[tltt]^^ («V)ti, divti«0 

und berücksichtigt die Regel (114), so wird 

(119b) ^ == ^ + curl [«H] + ti div «. 

Für die Berechnung der Divergenz, sowie des Curl und 
des Gradienten ist es selbstverständlich ganz gleichgültig, ob 
man ein im Räume festes oder ein bewegtes Bezugssystem 
zugrunde legt. Sind doch diese Größen vom Koordinaten- 
systeme unabhängig definiert. Wenn man freilich mit Kom- 
ponenten operiert und diese vom ruhenden auf das bewegte 
Bezugssystem umrechnet, so ist die relative Lage der beiden 
Achsenkreuze in dem betrefiPenden Zeitpunkte in Betracht zu 
ziehen, aber die Umrechnung geschieht genau so, als ob das 
bewegte System in seiner augenblicklichen Lage ruhte. Rechnet 
man mit den Vektoren selbst, so kommt die Bewegung des 
Bezugssystemes nur für die durch Differentiation nach der 
Zeit abgeleiteten Vektoren in Betracht, nicht für die von der 
augenblicklichen räumlichen Verteilung des Feldes abhängigen 
Vektoren und Skalaren. 



§ 34. ZeitUche Änderung von Linien- und Flächenintegralen, 
bezogen auf bewegte Linien und Flächen. Die Wirbelsätze 

von Helmholtz. 

Es soll die Aufgabe gestellt sein, die zeitliche Änderung 
eines Linienintegrales 

2 



(120) • ffl,ds, 



erstreckt über eine angeschlossene Linie, oder eines Flächen- 
integrales 
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(120a) Jejf, 



erstreckt über eine ungeschlossene Fläche^ zu berechnen^ wenn 
die Punkte der Linie oder der Fläche sich in beliebiger stetiger 
Weise bewegen. Wird die Linie oder Fläche als Ganzes be- 
wegt; ohne daß die relative Lage ihrer Punkte sich ändert; so 
ist die Lösung auf Grund der Ergebnisse des vorigen Para- 
graphen zu erhalten. Man führt dann ein starres Gerüst ein^ 
in dpm die betreffende Kurve oder Fläche befestigt ist; von 
diesem aus betrachtet sind ds, df feste Linien- und Flächen- 
elemente, man hat daher . 



2 



1 1 

wobei die Komponenten vod -«-, -^ parallel zur bewegten 

Kurve bzw. senkrecht zur bewegten Fläche nach den Regeln 
des vorigen Paragraphen zu berechnen sind. 

Wir wollen indessen die Aufgabe allgemeiner fassen, in- 
dem wir beliebige stetige Bewegungen der Kurve bzw. Fläche 
zulassen, über welche das Integral zu erstrecken ist. Wir be- 
trachten zunächst das Linienintegral (120). Seine zeitliche 
Änderung wird sieh aus zwei Teilen zusammensetzen: Erstens 
aus derjenigen, die stattfinden würde, wenn die Kurve $ ruhte; 
diese beträgt 



/ 



2 



dt ^^- 



Dazu kommt zweitens die Änderung, die infolge der Be- 
wegung der Kurve durch das Vektorfeld eintritt; für deren 
Berechnung kommt das Feld des Vektors Ä nur zur Zeit t in 
Betracht, aber die Lagen der Integrationskurve in den beiden 
Zeitpunkten t und t -{- dt Wir wollen diese Lagen durch An- 
gabe der Endpunkte (1, 2) bzw. (1', 2') kennzeichnen; dann 
ist die totale Änderung des Linienintegrales in der Zeit dt: 
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2 8 8' 2 

dt^^J%d% = dtj^-^d% +J%d% -J^d%. 
1 1 1' 1 

Nun ist 

2' 2 2' 1 

J%d% -f%d^ ^J%d% +f%d%, 

1' 1 1' 2 

Wir fügen zu diesem Ausdruck die Integrale hinzu, die 
sich auf die Kurvenstücke (11') und (^^2) beziehen; (11') 
und (22') sind die vom Anfangs- und Endpunkte der Kurve 
in der Zeit dt beschriebenen Wege; daher ist 

1' 2 

J%d%^{%t\dt und f%d^^-mt^\dt 

1 2' 

Das Ergebnis ist das Integral von Ä, erstreckt über die 
geschlossene Kurve 1'2'211'; dasselbe wird mit Hilfe des 
Stokesschen Satzes umgerechnet in das Integral von curl H, 
erstreckt über die von der Kurve umrandete Fläche. Diese 
Fläche aber setzt sich zusammen aus den Flächenstücken 
[pd$]dtj die von den einzelnen Elementen dB in der Zeit dt 
bestrichen werden. Die Reihenfolge der Faktoren in dem 
Vektorprodukte ist hier bereits so gewählt, daß der Umlaufs- 
sinn mit dem oben festgesetzten 1' 2' 2 1 1' des Integrations- 
weges übereinstimmt. Zum Flächenintegrale von curl Ä liefert 
jedes Flächenelement den Beitrag 

dt curl « [tdi] = dt dB [curl «, H]. 

Mithin erhalten wir als Folge des Stokesschen Satzes 

2' 1 2 

l%dB +f%dB + mt\dt - (flt^\dt - dtfdB[mrl «, U]. 

1' 2 1 

Schreiben wir hier 

2 



(«öX - («Ö), = -Jd8V(«li), 



§ 34 Zweites Kapitel. Die Vektorfelder. 121 

so erbalten wir 

2' 8 8 

/«rf8 - Ald8 = dtfd^ { V(ti«) - [ti curl «] } 
1' 1 1 

als denjenigen Teil der Änderung des Linienintegrales ^ der 
von der Bewegung der Kurve herrührt. 

Es folgt daher 

8 8 

(121) ^^f^d% -Jd% 1^ + V(ti «) - [H curl «] j . 
1 1 

Für eine als starr bewegte Kurve ist dieses Resultat bereits 
in der Formel (119 a) des vorigen Paragraphen enthalten. 

Als Beispiel betrachten wir den Vektor ü der Geschwindig- 
keit einer beliebigen reibungslosen Flüssigkeit. Wird Ä = H, 
curl 11 = 111 gesetzt^ so wird 

8 8 

1 1 

und nach der hydrodynamischen Grundgleichimg (118) 

8 8 



d 
dt 



Ud^ = jd^ |— VO+yVti* — t?Vjp} . 



Ist die Kurve geschlossen, so folgt als zeitliche Änderung 
des Linienintegrales der Geschwindigkeit 

11 1 

(121a) Ttf^^^ ^ -Jd%vVp = - A«v|f • 

11 1 

Ist der Zustand der Flüssigkeit so beschaffen^ daß überall 
die Flächen konstanten spezifischen Volumens v und konstanten 
Druckes p zusammenfallen^ so verschwindet nach § 32 das 
Linienintegral der rechten Seite für die geschlossene Kurve; 
in diesem Falle wird das Linienintegral von ü konstant für 
jede mit der Flüssigkeit bewegte geschlossene Kurve, und es 
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gilt der Satz: Das Linienintegral der Geschwindigkeit, 
erstreckt über eine beliebige mit der Flüssigkeit 
bewegte geschlossene Kurve, bleibt bei der Bewegung 
ungeändert. 

Dieser Satz enthält eine wichtige, von Helmholtz zuerst 
erkannte Eigenschaft reibungsloser Flüssigkeitsbewegungen. 

Wir behandeln jetzt das Flächenintegral (120a); seine 
zeitliche Änderung 

dt §ifdmn 

im Zeitelemente dt setzt sich zusammen aus der Änderung, 
die bei festgehaltener Fläche f in der gleichen Zeit stattfinden 
würde, 

und aus der Änderung, welche infolge der Bewegung der 
Fläche f durch das Vektorfeld eintritt. Bei der Berechnung 
der letztgenannten Änderung ist wiederum nur das Feld zur 
Zeit t in Betracht zu ziehen, aber die Lagen der Fläche f in 
den beiden Zeitpunkten t und t -\- dt Wir wollen diese als f 
und f unterscheiden. Die infolge der Bewegung der Fläche 
hinzukommende Änderung ist 



fdf'»„-fdmn- 



Die beiden ungeschlossenen Flächen f\ f werden nun zu 
einer geschlossenen Fläche F ergänzt, indem die von der 
Randkurve % im Zeitelemente dt bestrichene Fläche hinzu- 
gefügt wird; dabei bestreicht jedes Linienelement dg das 
Flächenelement c?^[rfjJli]. Die Reihenfolge der Faktoren in 
dem Vektorprodukte ist hier so gewählt, daß der dem Flächen- 
elemente zugeordnete Vektor der Richtung nach mit der 
äußeren Normale der geschlossenen Fläche F übereinstimmt, 
sofern die dem Umlaufssinn der Randkurve g zugeordneten 
Normalen von /*, f einen spitzen Winkel mit dem Geschwindig- 
keitsvektor H bilden; nach denselben Normalen ist die Kom- 
ponente von ö in den obigen über die Flächen f, f erstreck- 
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ten Integralen zu nebmen. Auf f stimmt diese Normalen- 
richtung mit der äußeren Normalen der geschlossenen Fläche 
überein, auf f mit der inneren Normalen. Es wird daher 
nach dem Gaußschen Satze 

J^f^n -f^f^n + ^^ r» [^» ^] =/^«^ div ». 

Hier ist dv ein Element des von der , geschlossenen 

Fläche F begrenzten Raumes; da diese Raumelemente von 

den Flächenelementen df während der Zeit dt bestrichen 

werden, so ist 

dv ^ dtdft^^ 

zu setzen. Schreiben wir femer 

»[diu] rf»[»tl], 

so wird 

Die Anwendung des Stokesschen Satzes auf das Linien- 
integral ergibt schließlich 

fäf^n -Jdf^n - dtjdf[ ti„ div » + curl„ [»H] } 

als diejenige zeitliche Änderung des Flächenintegrales, welche 
infolge der Bewegung der Fläche f eintritt. Die resultierende, 
auf die Zeiteinheit berechnete Änderung ist daher 

(122) lJ(?/»„-J(?/'{^^ + curl[»l.]4-l»diTe 

Für eine starr bewegte Fläche ist auch dieses Resultat be- 
reits in der Formel (119 b) des vorigen Paragraphen enthalten. 

Ist 

ö — curlÄ, 

so ist nach dem Stokesschen Satze 

es wird folglich die linke Seite von (122) nach (121) gleich 
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dem über die geschlossene Kurve $ erstreckten Integrale: 

Wir wollen uns davon überzeugen, daß dieses Linien- 
integral mit der rechten Seite von (122) identisch ist; wir 
formen dasselbe mit Hilfe des Stokesschen Satzes in das 
Flachenintegral : 



r(?Wcurl^-curl[ticurl«]} . 



um. Da nun 



curl^ = |?, -curl[ticurl«] = curl[»ti] 

und 

div 8 = div curl Ä = 0, 

so ist die Identität in der Tat nachgewiesen. 

Wir wenden die Formel (122) auf den Wirbel m = curl ü 
an, indem w die zeitliche Änderung des Wirbels für ein be- 
wegtes Flüssigkeitsteilchen verfolgen. Offenbar ist die linke 
Seite der so erhaltenen Gleichung 



dt 



fdfK-fdf{^ + ourl[tl^t^-] 



mit derjenigen von (121a) identisch. Nach (118) wird ander- 
seits 

o In 

_ =1 — curl t? Vjp — curl [mn] 

und nach (112 a) 

^ + curl[liiti]==-[Vt;, T7p], 
mithin 

(123) Ttßf^n ßf l^^' ^^]« • 

Sind insbesondere überall die Gradienten von v und p 
einander parallel^ so wird 

(123a) TtßfK = 0. 
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Diese Relation enthält eine andere Form des Helmholtz- 
schen Wirbelsatzes: Das Flächenintegral des Wirbels, 
genommen über eine mit der Flüssigkeit bewegte 
Fläche, ist konstant, wenn die Flächen konstanten 
Druckes und konstanten spezifischen Volumens durch- 
weg zusammenfallen. 

Fallen jene Flächen nicht zusammen, so ist nach (123) 
für jedes Flüssigkeitsteilchen die Achse des pro Sekunde er- 
zeugten Wirbels senkrecht zu den Gradienten von v und jp 
gerichtet, sie ist mithin parallel der Schnittkurve der 
Flächen konstanten Druckes und konstanten spezi- 
fischen Volumens. 

Die entstehende Flüssigkeitszirkulation umkreist die Schnitt- 
kurve in dem Sinne, daß auf die Richtung des zunehmenden 
spezifischen Volumens (abnehmender Dichte) die Richtung ab- 
nehmenden Druckes folgt. Dieses Gesetz beherrscht die durch 
angleichförmige Erwärmung der Luft entstehenden Wirbel. 



Zweiter Abschnitt. 

Das elektrische Feld. 



Erstes Kapitel. 

Das elektrostatische Feld im Lufträume. 

§ 35. Die elektrische Feldstärke. 

Reibt man eine Siegellackstange mit einem Stück Eatzen-r 
feil, so werden diese Körper und der sie umgebende Raum 
in einen eigentümlichen Zustand versetzt, der sich dadurch 
kundgibt, daß leichte, in der Nähe befindliche Teilchen in 
Bewegung geraten; man sagt, jene Körper sind durch Reibung 
„ elektrisch '' geworden, der umgebende Raum ist ein 
„elektrisches Feld''. Der elektrische Zustand haftet nicht 
an der Siegellackstange und an dem Katzenfell; er wird auf 
Metalle, die mit diesen Körpern in Berührung gebracht wer- 
den, übertragen. Die Entstehung des elektrischen Zustandes 
ist nicht an den Vorgang der Reibung gebunden; ein Metall- 
stück, das durch einen metallischen Draht mit einem der Pole 
eines galvanischen Elementes in Verbindung steht, äußert, 
auch nach Entfernung des Drahtes, gleichfalls elektrische 
Wirkungen. 

Ein elektrisches Metallstück mag sich im Lufträume be- 
finden. Das elektrische Feld in seiner Umgebung untersucht 
man mit Hilfe eines Probekörpers, etwa eines mit Goldblatt 
überzogenen Holunder marktügelchens, das seinerseits durch 
Berührung mit der geriebenen Siegellackstange oder mit dem 
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Katzenfell elektrisch gemacht ist. Dieser Probekörper wird 
im elektrischen Felde von einer Kraft ft angegriffen. Wir 
denken uns diese Kraft ft gemessen; sie wird nach Betrag 
und Richtung für die verschiedenen Punkte des Feldes ver- 
schieden ausfallen; sie wird auch für einen bestimmten Punkt^ 
des Feldes verschieden sein, je nach der Art, wie das Ho- 
lundermarkkügelchen elektrisch gemacht ist. In der letzteren 
Hinsicht jedoch herrscht eine sehr einfache Gesetzmäßigkeit: 
war der Probekörper mit der Siegellackstange in Berührung,, 
so ist die Richtung der Kraft ft, die er in einem gegebenen 
Punkte des Feldes erfährt, eine ganz bestimmte, und nur der 
Betrag hängt von der Art der Behandlung ab; war er mit 
dem Katzenfell in Berührung, so ist die Richtung der Kraft: 
die entgegengesetzte, ihr Betrag hängt wieder von der Art 
der Behandlung ab. Wir werden so dazu geführt, die Kraft^ 
welche im elektrischen Felde auf den Probekörper wirkt, 

(124) St^e a 

zu setzen, wo der Skalar e von dem elektrischen Zustande 
des Probekörpers abhängt, während der Vektor 6 von diesem 
Zustande unabhängig ist, aber für die verschiedenen Punkte 
des Feldes verschiedene Richtung und verschiedenen Betrag 
besitzt. In der Tat lehrt die Erfahrung, daß für zwei ver- 
schieden behandelte Probekörper, die nacheinander an den- 
selben Punkt des Feldes gebracht werden, die Kräfte in einem 
bestimmten Verhältnis 

(124a) Äi : Äg == «1 : ^2 

stehen, das für verschiedene Punkte des Feldes das gleiche ist. 
Die Erfahrung lehrt ferner, daß auf einen gegebenen Probe- 
körper in zwei verschiedenen Punkten P und P' des elek- 
trischen Feldes Kräfte A bzw. Ä' wirken, -deren Beträge in 
einem von der Behandlung des Probekörpers unabhängigen 
Verhältnis 

(124b) .. |«|:|ft'| = |ei:|e'| 

stehen. Diese beiden Aussagen (124a, b) sind in (124) ent* 
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halten. Ist für den ersten Probekörper e^ gegeben, so ist 
für jeden anderen e^ durch (124 a) bestimmt; alsdann ist (§ für 
die einzelnen Punkte des Feldes mit Hilfe eines beliebigen 
Prolifkörpers zu ermitteln. 

Den skalaren B^ktor e im Ausdrucke (124) nennt 
man die „elektrische Ladung" des Probekörpers oder 
die Menge der auf ihm befindlichen Elektrizität, den 
vektoriellen Paktor ® die „elektrische Feldstärke". 
Durch die in (124) enthaltene Definition der Elektrizitätsmenge 
und der elektrischen Feldstärke sind beide Größen eindeutig be- 
stimmt, sobald die Einheit der Elektrizitätsmenge festgelegt ist 
Der entgegengesetzten Richtung der Kraft; auf zwei mit der 
Siegellackstange bzw. mit dem Katzenfell berührte Probekörper 
trägt man dadurch Rechnung, daß man positive und negative 
Elektrizität unterscheidet. Man hat ganz willkürlich der 
Elektrizität des mit dem geriebenen Katzenfell berührten 
Kügelchens das positive Vorzeichen gegeben und infolgedessen 
der Elektrizität der geriebenen Siegellackstange das negative. 
Demgemäß hat man als Richtung der Feldstärke (S diejenige 
der Kraft bezeichnet, welche der mit dem Katzenfell berührte 
Probekörper erfährt. 

Da der Vektor B polar ist, so sind über die Natur des 
Skalars e und fles Vektors ® nur zwei Annahmen möglich. 
Entweder e ist ein eigentlicher Skalar und 6 ein po- 
larer Vektor, oder e ist ein Pseudoskalar und 6 ein axialer 
Vektor. Wir wollen uns jetzt schon für die erstere Annahme 
entscheiden, indem wir die elektrische Ladung als Skalar im 
eigentlichen Sinne betrachten. Zunächst ist diese Festsetzung 
allerdings durchaus willkürlich, sie findet ihre Rechtfertigung 
erst in einer ziemlich entfernten Folgerung. Es würde sich 
indessen nicht empfehlen, in die Definition der Grundbegriffe 
eine Unbestimmtheit einzuführen, die später doch wieder za 
beseitigen wäre. 

Der in (124) formulierte Satz, welcher die Definition der 
elektrischen Feldstärke enthält, ist nicht unbeschränkt gültig. 
Seine genaue Gültigkeit hört auf, wenn der Probekörper zu 
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nahe an dem geladenen Körper sich befindet, und zwar um so 
•eher, je größer die Ladung des Probekörpers ist. Der Satz 
wird auch dann ungenau , wenn die Feldstärke zu stark mit 
•dem Orte veränderlich ist, um so n^phr, je größer dil Ab- 
messungen des Probekörpers sind. Wir werden später die 
Gründe dieser Abweichungen erkennen und den Ausdnick für 
»die Kraft entsprechend korrigieren. Für das erste müssen wir 
uns daher eines hinreichend kleinen und hinreichend schwach 
geladenen Probekörpers bedienen, wenn wir auf Grund der 
Gleichung (124) das elektrische Feld ermitteln. 

§ 36. Der elektrische Eraftfluß. 

Wir werden in diesem Kapitel auch femer von dem elek- 
iarischen Felde im Lufträume reden. 

Mit Hilfe eines Probekörpers denke man sich in jedem 
Punkte des Raumes den Vektor @ konstruiert und so das 
elektrische Feld ermittelt. Die hydrodynamische Analogie, 
die im ersten Abschnitte (§ 16 ff.) behandelt wurde, vergleicht 
nun das elektrische Feld mit dem Felde einer Flüssigkeits- 
iströmung. Die Verfolgung dieser Analogie führt dazu, dem 
JFlüssigkeits Volumen \df, welches in der Zeiteinheit durch 
►das Flächenelement df in dem durch n angezeigten Normalen- 
sinne strömt, den Ausdruck ^^df an die Seite zu stellen. 
Man nennt ihn den „Kraftfluß", welcher das Flächenelement 
df durchsetzt. Die Abbildung des elektrischen Kraftfeldes 
auf das Strömungsfeld, welche dieser Bezeichnung zugrunde 
liegt, wird sich weiterhin als sehr fruchtbar erweisen. 

Durch Zusammenfügung der Beiträge der einzelnen Flächen- 
elemente erhält man den Kraftfluß durch eine beliebige Fläche /*, 
insbesondere durch eine geschlossene Fläche, Die Strömung 
durch eine geschlossene Fläche haben wir mit der Ergiebig- 
keit der innerhalb der Fläche befindlichen Quellen in Ver- 
bindung gebracht. Dementsprechend (vgl. z. B. Gl. 78) setzen 
wir jetzt 

((125) fdf^^ = ^ne, 

Abraham, Theorie der Elektrizität I. 3. Aufl. 9 
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indem wir unter e die gesamte Ergiebigkeit der im Innern 
von f befindlichen Quellen des Kraftflusses verstehen. 

Es lehrt nun die Erfahrung, daß ein Kraftfluß im Luft- 
räume nur dort entquillt oder mündet, wo sich elektrische 
Ladungen befinden: Die Elektrizität ist die Quelle des 
Kraftflusses. Dieser Satz führt uds dazu, den positiven 
oder negativen Skalar e in (125) mit der Elektrizitätsmenge 
zu indentifizieren. Den Paktor 4ä haben wir hinzugefügt, um 
zur Übereinstimmung mit dem sogenannten „absoluten elektro- 
statischen Maßsysteme'' zu gelangen. 

Ist die Elektrizität räumlich verteilt, so wird ihre Dichte 
durch die auf die Volumeinheit bezogene Ergiebigkeit des 
Krafkflusses, d. h. durch die Divergenz (§ 19) von % bestimmt: 

(125a) div® = 4;r(). 

Bei flächenhafter Verteilung der Elektrizität ist die Flächen- 
dichte o in ganz entsprechender Weise mit der Plächendivergenz 
(§ 24) von ® verknüpft: 

(125b) -(eni + ej^4:ra,.. 

Es ist sehr bemerkenswert, daß bei allen bekannten Arten 
der Elektrizitätserregung immer die gleiche Menge positiver 
wie negativer Elektrizität entsteht. Berücksichtigt man alle 
entstehenden Ladungen, so ist deren Gesamtmenge stets gleich 
Null, die gesamte Ergiebigkeit der Quellen des Kraftflusses 
ist gleich Null. Darin unterscheidet sich das elektrische Feld 
wesentlich von dem Gravitationsfelde. Im Gravitationsfeld sind 
indessen die Quellen des Kraftflusses durch Massen gegeben^ 
welche weder neu geschaflfen noch vernichtet werden können. 

§ 37. Das elektrostatisolie Potential. 

Das „elektrostatische Feld" hat, wie sein Name be- 
sagt, die Eigenschaft, sich mit der Zeit nicht zu ändern. 
Es ist allerdings durch diese Eigenschaft noch nicht voll- 
ständig gekennzeichnet. Es gibt nämlich elektrische Felder, 
bei denen die Elektrizität sich nicht im Gleichgewichte, son- 
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dem im Zustande statiouärer Bewegung befindet. Diese elek- 
trischen Felder sind gleichfalls zeitlich konstant; sie sind je- 
doch dadurch von den elektrostatischen Feldern unterschie3en, 
daß sie von Wärmeentwicklung begleitet sind, und daß daher 
ihre Aufrechterhaltung dauernde Energiezufuhr erfordert. Das 
elektrostatische Feld hingegen bleibt ohne Energie- 
zufuhr bestehen. 

Wie wir in den beiden vorangehenden Paragraphen er- 
läutert haben, ist die Elektrizität sowohl die Quelle des 
elektrischen Kraftflusses, wie die Angriffsstelle der 
elektrischen Kraft. Zu diesen beiden, durch (124) und 

(125) formulierten Grundbedingungen tritt nun, wenn es sich 
speziell um elektrostatische Felder handelt, noch eine dritte. 
Um sie abzuleiten, denken wir uns den Probekörper des § 35 
auf einem geschlossenen Wege herumgeführt. Wäre das 
Linienintegral der Feldstärke iS für irgendeinen geschlossenen 
Weg von Null verschieden, so könnte man durch Herum- 
führen des Probekörpers fortgesetzt Arbeit aus dem Felde 
ziehen. Die Erfahrung lehrt nun, daß dies nicht möglich ist. 
Das Linienintegral von 6 für einen jeden geschlossenen Weg 
ist im elektrostatischen Felde gleich Null. Das elektro- 
statische Feld ist demnach wirbelfrei: 

(126) curie = 0. 

Es ist folglich die Feldstärke im elektrostatischen Felde 
als negativer Gradient aus einem skalaren, eindeutigen Poten- 
tiale 9 abzuleiten: 

(126a) e = -V9; 

man nennt es das „elektrostatische Potential'^ Seine 
Abnahme von einem Punkte (1) bis zu einem Punkte (2) ist 
gleich dem Linienintegrale von 6, berechnet für einen be- 
liebigen, von (1) nach (2) führenden Weg s oder 5': 

2 8 

(126 b) 9i - cp, ^J(S,ds -f^y *'. 

X 1 
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Ist die Elektrizitätsverteilung gegeben, so berechnet sich 
das elektrostatische Potential, und damit das wirbelfreie Feld @, 
nacn den Lehren der §§ 21 — 25. Der Ergiebigkeit e der 
Quellen entspricht hier die Elektrizitätsmenge, die wir ebenso 
bezeichnet haben. Für eine Anzahl h von elektrischen Punkten 
wird das Potential (Gl. 79): 

(127) <P-2h 

für räumlich verteilte Ladungen (Gl. 83) ist 

(127a) <p=/^, 

und für flächenhaft verteilte (Gl. 87 a) 

(127 b) <P=/^> 

während das Feld von Doppelschichten sich nach den Angaben 
des § 25 berechnen würde. 

Die Kraft, welche ein elektrischer Punkt von der Ladung e^ 
auf einen zweiten, von der Ladung e^ ausübt, läßt sich aus 
(126a), (127), in Verbindung mit (124), ermitteln. Sie wirkt 
in Richtung der Verbindungslinie, und hat den Wert 

(127 c) «12 = 1^12 



e^e. 



rii 



Für die Wechselwirkung zweier geladenen Körper, insofern als 
dieselben wie Punktladungen aufgefaßt werden kÖhnen, erhalten 
wir damit das Coulombsche Gesetz. Die Fernwirkungstheorie 
stellt dieses Gesetz an die Spitze, während wir, dem Gedanken- 
gange der Nahewirkungstheorie folgend, die Beziehungen (126), 
(124) als Grundlage gewählt haben. Die Beziehung (124) 
hätten wir entbehren können, wenn wir über den Wert der 
elektrostatischen Energie eine Annahme gemacht hätten; wir 
kommen weiter unten ^darauf zurück. 

n 

§ 38. Die Verteilung der Elektrizität anf Leitern. 

Bei den Problemstellungen der Elektrostatik liegt die 
Sache meist nicht so einfach, daß die Verteilung der Elektri- 
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zität gegeben ist, und das Potential aus(127a, b) zu ermitteln 
ist. Die Verteilung der Elektrizität auf Metallkörper ist selber 
durch Bedingungen bestimmt, zu deren Aufstellung wir uns 
jetzt wenden. Wir erwähnten bereits in § 35 die Eigenschaft 
eines Metalldrahtes, Elektrität von dem Pole einer Batterie 
einem Körper zuzuführen. Man nennt Körper, denen diese 
Eigenschaft zukommt, „Leiter der Elektrizität", solche, 
denen sie fehlt, „Isolatoren". Diese Körperklassen sind nicht 
immer strenge zu sondern. So gibt es Körper, z. B. der 
Nernstsche Glühkörper, die, bei gewöhnlicher Temperatur Iso- 
latoren, bei Erwärmung Leiter werden. Bei Luft und anderen 
Gasen hängt es vom Luftdruck und von dem Betrage der 
Feldstärke ab, ob sie sich wie Leiter oder wie Isolatoren ver- 
halten. Es steht aber fest, daß die Metalle unter allein 
Umständen Leiter der Elektrizität sind. Im Innenk 
eines Metallstückes ruft demnach ein elektrisches Feld stets 
einen elektrischen Strom hervor. 

Hieraus ergibt sich ohne weiteres eine Bedingung für 
das elektrostatische Gleichgewicht im Innern des Me- 
talles; es muß, wenn anders eine Bewegung der Elektrizität 
nicht hervorgerufen werden soll, der Vektor d in dem vom 
metallischen Leiter erfüllten Räume verschwinden. 
Berücksichtigt man die bereits früher angeführte Eigenschaft 
der elektrischen Feldstärke ®, sich im Lufträume aus einem 
einwertigen Potentiale q) abzuleiten, so kann man jene Gleich- 
gewichtsbedingung auch folgendermaßen ausdrücken: Das 
elektrostatische Potential (p ist im Innern eines Lei- 
ters konstant. 

Ob wirklich im Innern eines Metallstückes kein elektro- 
statisches Feld besteht, kann man nicht direkt prüfen, da man 
den Probekörper, der zur Untersuchung des Feldes dient, nicbt 
in das Innere der Leitersubstanz bringen kann, ohne diese selbst 
zu entfernen. Man kann indessen einen Hohlraum herstellen, 
der rings von metallischen Wänden umschlossen ist. Sind 
innerhalb des Hohlraumes keine elektrischen Ladungen, so ist 
erfahrungsgemäß hier das Feld in der Tat Null, die metal- 
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lische Urahüllung schirmt das Innere gegen das 
elektrostatische Feld außerhalb befindlicher Ladungen. 
Füllt man nun den Hohlraum mit der leitenden Materie, so 
wird dadurch ein elektrisches Feld nicht entstehen. In das 
Innere des Metalles dringt mithin das elektrostatische Feld 
nicht ein. 

Anders liegt die Sache, wenn man in das Innere des 
von Leitern umschlossenen Hohlraumes elektrische Ladungen 
bringt. Hier muß, nach Gleichung (125), der gesamte Kraft- 
fluß durch eine den Leiter umschließende Fläche hindurch 
proportional der im Inneren des Metalles und an seiner Ober- 
fläche angesammelten Elektrizitätsmenge sein. In dem von 
der leitenden Materie eingenommenen Räume aber darf ein 
Feld nicht auftreten. War nun vor der Einführung der Elek- 
trizität in ihr Inneres die metallische Wand unelektrisch, so 
muß sie jetzt elektrisch werden, da ja von ihr ein Kraftfluß 
ausgeht. Das wird sie in der Tat, und zwar erhält die Außen- 
wand Ladung von dem Betrage und Vorzeichen der in den 
Hohlraum eingeführten Elektrizität, die Innenwand Ladung 
von gleichem Betrage und von entgegengesetztem Vorzeichen, 
so daß im ganzen von dem Systeme derjenige Kraffcfluß aus- 
geht, welcher der hineingebrachten Ladung entspricht. Das 
Verhalten der Metalle ist auch hier durchaus in Übereinstim- 
mung mit der Annahme, daß die Elektrizität in ihrem Inneren 
frei beweglich ist, und daß im Falle des elektrischen Gleich- 
gewichtes innerhalb des Metalles kein Feld besteht. 

Betrachten wir nun das gesamte, den Baum erfüllende 
Feld sowohl außerhalb wie innerhalb der Metalle, so ist das- 
selbe überall wirbelfrei. Wir nehmen an, daß die Luft von 
Ladungen frei, mithin hier 

4jrp = div ® = 

sei; im Innern des vom Metalle eingenommenen Raumes be- 
findet sich selbstverständlich keine Ladung, weil hier kein 
Feld besteht. Wohl aber ist an der Oberfläche des Metalles 
eine Flächendivergenz von 6 vorhanden, da von ihr ein Kraft- 
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fluß nach außen geht; dieser beträgt @^, wenn n die nach 
dem Luftraum weisende Normale ist. 

Die Flächendichte der Elektrizität, ra, multipliziert mit 
4;r, ist nun gleich dem von der Flächeneinheit ausgehenden 
Eraftfiuß; es ist demnach 

(128) 4««-«. ll- 

Noch wäre es möglich, daß außer den flächenhaft ver- 
teilten Quellen des Kraftflusses Doppelquellen an der Grenz- 
fläche von Luft gegen Metall ihren Sitz hätten. Li der Tat, 
eine homogene Doppelschicht auf dieser geschlossenen Fläche 
würde nach § 25 weder innen noch außen das Feld ändern. 
Darin liegt eine Schwierigkeit, ihr Vorhandensein experimentell 
festzustellen. Wir wollen daher zunächst solche Doppel- 
schichten nicht in Betracht ziehen. Wir kommen später^auf 
die Frage nach der Existenz solcher Doppelschichten zurück. 

Kennt man das wirhelfreie Feld des Vektors 6, so kann 
man die Verteilung der Elektrizität nach (128) berechnen. 
Wäre anderseits die Verteilung der Elektrizität auf den Ober- 
flächen der Leiter bekannt, so könnte man das Feld aus (127 b, 
126 a) berechnen. Weder die eine noch die andere Problem- 
stellung liegt indessen in Wirklichkeit vor. Das Grund- 
problem der Elektrostatik ist vielmehr das folgende: Li 
dem von Ladungen freien Lufträume gilt für das elektro- 
statische Potential die Laplacesche Gleichung 

(129) div e div V9 = - VV = 0. 

Auf den Oberflächen /) eines jeden der Leiter muß q) einen 

konstanten Wert: 

(129 a) qp == qp^ = konstans, 

annehmen. Dieser Wert des Potentiales herrscht dann auch 
im Innern des Leiters, da ja hier der Gradient des Potentiales 
verschwinden soll. Nicht diese Werte aber sind im allge- 
meinen gegeben, sondern die Gesamtladung eines jeden der 
Leiter: 
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(129b) ^.'=JäU'o, = --hJ^f*%' 

Gesucht ist die entsprechende Lösung der Laplaceschen Glei- 
chung; ist diese bis auf eine additive Konstante bekannt ^ so 
ist das elektrische Feld, durch den Gradienten von (p, eindeutig 
bestimmt. Das so bestimmte Feld ist das elektrostatische, die 
entsprechende Elektrizitätsverteilung tritt, im Falle des Gleich- 
gewichtes, wirklich ein. 



§ 39. Die Kapazität des Kugelkondensators. 

Das elektrostatische Problem ist nur in wenigen Fällen 
gelöst. Der einfachste Fall ist eine geladene metallische 
Engel. Es sei e die Ladung derselben, a ihr Radius; aus 
Symmetriegründen liegt es nahe, eine gleichförmige Verteilung 
der Ladung anzunehmen, so daß 



(D = 



die Flächendichte der Elektrizität ist. Man erfüllt die Glei- 
chungen (125) und (128), welche den Zusammenhang von 
Elektrizität und Kjraftfluß ausdrücken — die erstere in Form 
einer Integralgleichung, die letztere in Form einer Diflferential- 
gleichung - indem man den Kraftfluß Axe durch alle zur 
Oberfläche des Leiters konzentrischen Kugeln treten läßt und 
demgemäß die radiale Feldstärke 

setzt. Das Potential dieses wirbelfreien Feldes ist 
es hat auf der Kugel den konstanten Wert 

<p. = | + c- 

Wir müssen nun, um ein in der Natur mögliches elektro- 
statisches Feld zu erhalten, angeben, wo der Kraftfluß, welcher 
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von der Kugel ausgeht, mündet. Wir wollen festsetzen, daß eine 
zweite konzentrische hohle Metallkugel vom inneren Radius b 
die erste einsehließt und daß auf dieser die negative Elektri- 
zität sieh befindet; da die Ladung — - e gleichförmig über die 
Eugel verteilt ist, so beträgt die Flächendichte 

e 
0} = — 



das Potential .hat für r = 6 den Wert 

9^6 = y + C. 

Diese Anordnung bezeichnet man alsKugelkondensator^ 
und nennt „Kapazität^^ des Kondensators den Quotienten f 
aus der positiven Ladung e, und der Potentialdiflferenz g)^ — qp^ 
des positiv geladenen und des negativ geladenen Leiters. Es ist 

/l 1\ b — a 

mithin die Kapazität 

(130) K= " "* 



cp — qp^ b — a 

Durch Verkleinerung des Abstandes (6 — a) der beiden 
Kugeln kann man sehr große Kapazitäten erzielen. 

Wenn man von der Kapazität einer einzelnen Kugel 
schlechtweg redet, so nimmt man an, daß die andere Kugel, 
welche die entgegengesetzte Ladung trägt, sich in sehr großer 
Entfernung befindet; die Kapazität der Kugel ist in diesem 
Falle gleich ihrem Radius a. Da die gesamte Elektrizitäts- 
menge eines Feldes stets gleich Null ist, so muß man in 
jedem Falle angeben, wo die entsprechende Ladung entgegen- 
gesetzten Vorzeichens ihren Sitz hat, d. h. wo der von der 
Kugel ausgehende Kraftfluß mündet. Bei Laboratoriumsver- 
suchen mündet der Kraftfluß an den Wänden des Zimmers 
oder auf der Oberfläche etwa im Zimmer anwesender Leiter. 
Befinden sich diese in Entfernungen, die groß gegen den Ra- 
dius der Kugel sind, so ist die Kapazität der Kugel praktisch 
gleich ihrem Radius. 
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§ 40. Das gestreckte BotationseUipsoid. 

Wir wollen jetzt ein leitendes, gestrecktes Rotationsellipsoid 
betrachten, das elektrisch geladen ist; welches ist sein Feld 
und seine Kapazität? Die Mündung des von der Leiterober- 
fläche ausgehenden Kraftflusses wird, wenn von der Kapazität 
des Ellipsoides schlechtweg die Rede ist, in sehr große Ent- 
fernung verlegt, etwa auf eine zum Ellipsoid konzentrische 
Kugelfläche. Die Aufgabe ist nun mathematisch folgender- 
maßen zu formulieren (vergl. § 38): Innerhalb des von den 
beiden Leitern begrenzten Raumes hat das Potential 9? der 
Laplaceschen Gleichung 

(131) VV = 

zu genügen; auf den Oberflächen f^y f^ der Leiter nimmt es 
konstante Werte 

(131a) g? = g?i, 9 = 92 

an; der Gradient von (p weist senkrecht zu diesen Flächen 
und ist nach (128) der Flächendichte co proportional 

4:7C(0 = — ö^- 

on 

Dabei ist o noch bis zu einem gewissen Grade willkür- 
lich, es ist nur die Gesamtladung 

(131 b) . =/./i 0, = - ±,fäf, IJ- = + ^fäf, 1;^ 

vorgeschrieben. 

Es kommt meist nicht so sehr auf die Ermittelung der 
Elektrizitätsverteilung, als eben auf den Wert der Kapazität 
an; dieser ist bestimmt, wenn die Potentiale q)^, g)^ der beiden 
Leiter gefunden sind; es wird dann 

(131c) K- ' 

Da es allgemeine Methoden zur Lösung des Grundproblems 
der Elektrostatik für beliebige Leiterformen nicht gibt, so 
wollen wir die Kapazität des gestreckten Rotationsellipsoides 
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auf einem eigentümlichen, nur für diese spezielle Leiterform 
gangbaren Wege lösen. Wir denken uns in unserer hydro- 
dynamischen Analogie die Verbindungslinie der Brennpunkte 
des Ellipsoids gleichförmig mit Quellen besetzt. Wir zeigen, 
daß die Äquipotentialflächen des zugehörigen wirbelfreien Fel- 
des konfokale Rotationsellipsoide sind, und daß das Feld auch 
die übrigen verlangten Eigenschaften besitzt. 

Die Ergiebigkeit der ganzen Strecke, von der Länge 2c, 
setzen wir gleich e. Ihr Potential 

+ c 






— c 



wo r den Abstand eines Aufpunktes von den Punkten der 
mit Quellen belegten Linie angibt, stellt selbstverständlich eine 
Lösung der Laplaceschen Gleichung (131) dar. Die ;er-Achse 
in die Quellenlinie, den Eoordinatenanfang in ihren Mittelpunkt 
legend, setzen wir 

r - y(^ - ty + 00' + f 

und erhalten 

(132) ^ — ji \i«i. - i + .)]!;::- i toe~tfi-f;), 

wenn r^, r^ die Entfernungen des Au^unktes von den durch 

gekennzeichneten Endpunkten der belegten Linie sind. 

Um nun zu zeigen, daß q> auf konfokalen Rotations- 
ellipsoiden konstant ist, gehen wir aus von der Gleichung dieser 
Fiächenschar in der Parameterdarstellung 

_ l^a<oo, 

z =- ca cos ßy yy? + y^ = c K«^ — 1 sin /3, ^ ^ ^ ^ 

U ^ P ^ TT. 

Die Flächen a = constans sind gestreckte Rotationsellipsoide 
von den Halbachsen 



a «= c«, 6 = c)/«^ — 1; 
für a = 1 erhält man die belegte Linie als Grenzfall eines 
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sehr gestreckten Rotationsellipsoides. Die Flächen a = constan» 
werden senkrecht geschnitten von den Flächen ß = constans; 
dieses sind nämlich konfokale Rotationshyperboloide mit den 
reellen Halbachsen c cos /3. Die Brennpunkte beider Flächen- 
scharen sind die Endpunkte der belegten Linie. Mithin folgt 
aus bekannten Eigenschaften der Kegelschnitte: 

^1 + ^2 == 2ca, ^1 "~ ^2 = 2c cos ß, 
r^ =^ Ca + c cos /3 , r^ = ca — c cos ß . 

Setzt man die für 0^ r^, r^ erhaltenen Werte in (132) 
ein^ so erhält man 

(132a) 9,-A?„(^OBjJ^l+^+_cosJx e ^^/o + ix 

^ ^ ^ 2c \a cos jS — 1 + a — cos |S/ 2c \a — 1/ 

Das Potential ist also in der Tat konstant auf den kon- 
fokalen Rotationsellipsoiden a = konstans; es verschwindet auf 
einer in sehr großer Entfernung befindlichen Kugel. Denken 
wir uns irgendeines der gestreckten EUipsoide der Schar als 
leitend, so genügt das Feld in dem von dieser Fläche einer- 
seits, von der sehr entfernten Kugel anderseits begrenzten 
Räume allen Bedingungen des elektrostatischen Problemes. Da& 
Feld ist hier wirbelfrei und quellenfrei, der gesamte, aus dem 
EUipsoide heraustretende Ejraftfluß ist gleich der Ergiebig- 
keit e der belegten Linie, endlich sind die beiden das Feld 
begrenzenden Leiteroberflächen Äquipotentialflächen. Es sind 
demnach die Bedingungen (131, 131a, 131b) erfüllt. Voraus- 
gesetzt, daß diese Bedingungen überhaupt das elektrostatische 
Feld eindeutig bestimmen — auf diese Frage kommen wir 
weiter unten zurück — ist 9? das Potential des gesuchten 
Feldes. 

Sind a, 6, c jetzt große und kleine Halbachse und halber 
Brennpunktabstand des leitenden EUipsoides, so ist, um dessen 
Potential q)^ zu erhalten, in (132 a) 



a a 



zu setzen. Es wird 
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(132b) ^_^,»(i±i)_^^^,„("-±lfH2); 

da außerdem auf der sehr entfernten Kugel (för a = <x>) 

92 = 

ist^ so wird die Kapazität K des gestreckten Rotations- 
ellipsoides bestimmt durch 

(132c) ^---^^^===.,iny ^ ;. 

Für sehr gestreckte Ellipsoide, d. h. für sehr kleine Werte 
des Quotienten b:a, erhält man 

(i32d) i=^^«(¥)- 

Die Kapazität eines solchen stabformigen Leiters, der 
etwa durch einen Draht mit kreisförmigem, nach den Enden 
hin abnehmendem Querschnitt zu realisieren ist, ergibt sich 
um so kleiner, je geringer bei gegebener Länge seine Dicke 
ist. Die Elektrizitätsverteilung wird übrigens in diesem Grenz- 
faUe durch die oben zur Ableitung des Potentiales benutzte 
homogene Belegung der die Brennpunkte verbindenden Strecken 
dargestellt. Die Elektrizität verteilt sich demnach über den 
stabformigen Leiter so, daß auf gleiche Längen des Drahtes 
gleiche Ladungen entfallen. 

§ 41. Ein elektrischer Punkt gegenüber einer 

leitenden Ebene. 

Wir denken uns das Feld auf der einen Seite durch eine 
unendliche Ebene begrenzt, welche die Oberfläche eines Leiters 
bildet. Im Abstände a von dieser Ebene, in einem Punkte -4, 
denken wir uns einen kleinen, mit der Elektrizitätsmenge e 
geladenen Körper befindlich. Die Abmessungen des Körpers 
sollen so klein sein, daß sein elektrisches Feld bei Abwesen- 
heit der leitenden Ebene aus dem Potentiale 

e 
9 = ^ 
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abzuleiten wäre. Es firagt eich nun, wie die leitende Be- 
grenzungaebene das Feld modifiziert. Jenes Potential genügt 
offenbar keineswegs der Bedingung, auf der leitenden Ebene 
konstant zu sein. Man kann indessen ein Feld erhalten, für 
welches jene Ebene Äquipotentialääche ist, indem man dem 
Punkte A den spiegelbildlich ihm entsprechenden B zuordnet 
und sich in diesem Bildpunkte die entgegengesetzte Ladung 
— e befindlich denkt. Ist r' der Abstand eines Aufpimktea 
yom Bildpnnkte, so stellt 

(188) f-v-p 

das Potential des resultierenden Feldes in dem betrachteten 
Halbraume dar. Dasselbe ist gleich Null auf der Begrenzungs- 
ebene, da hier r = r' ist. Das wirbelfreie Feld ist auf der- 
jenigen Seite der Ebene, in welcher der Punkt A liegt, qnellen- 
frei, mit Ausnahme des Punktes A selbst; von diesem geht 
der EraftSuß 4ne aus. 

Auf der Begrenzungsebene beträgt die senkrecht zu ihr 
weisende elektrische Feldstärke 

ff ^^^ — .^A-pJL^ l±l. 

•* — Ä« 3« 3» r* ' 

die ihr nach (138) proportionale Flächendiohte ist 

(188a) „_^.8._^^'-_.;.. 

Die Elektrizität verteilt aish mithin in der Weise auf der 
ebenen OberÖäche des Leiter«, daß die Flüchendichte der 
dritten Potenz des Abstandes vom elektrischen Punkte um- 
gekehrt proportional ist. Als gesamte Ladung der Ebene 

wird durch Einfühnug von Polarkoordinaten p, & erhalten 



/■■^^=--A/^:,^=+ 
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Es endigt mithin der ganze im Punkte A beginnende 
Kraftfiuß auf der ebenen Oberfläche dea Leiters. 

Die Eracheinnng, daß ein elektriBcli geladener Körper auf 
der Oberfläche eines benachbarten, ursprünglich ungeladenen 
Leiters, Ladung entgegengesetzten Vorzeichens hervorruft, be- 
zeichnet man als „elektrische Influenz". Diese Erscheinung 
ist als Folge dea Umstandes aufzufassen, da& in das Innere 
des Leiters das Feld nicht eindringen kann. Ist der Leiter 
von endlicher Ausdehnung und ohne leitende Verbindung mit 
anderen Körpern, ao muß, da seine Ladung im ganzen 
gleich Null bleibt, der Kraftfl.aß, welcher auf der dem in- 
fluenzierenden Punkte gegenüberliegenden Seite endigt, auf 
der anderen Seite wiederum den Leiter verlassen. In dem 
oben bebandelten Falle eines unendlich ausgedehnten, dag Feld 
nach der einen Seite hin abschließenden Leiters indessen ist 
die Ladung + e, die gleichzeitig mit der inflnenziert^i Lsdimg 
— e bei Annäherung des inflaenzierenden PunktcB entstand 
fortgeschafft zu denken. 

Die Lösnng des Inflnenzproblemes mit Hilfe i 
Bilder ist von W. Thomsoa auf kagelfSnnige Leiter ■ 
worden. 

Wird in die N^e eines, geladenen Leiten ein • 
Punkt gebracht, etwa als frobekorper zur ünt&r^oim 
Feldes, so superponiert sich sein durch AnweseniiAt «^ 
uiodiäziertes Feld dem ursprünglichen Feld« de« i^^^ 
wird die Kraft, die der Probekörptr erfahrt. ■ 
sprün glichen, sondern der durch seine Änwe?^-' 
Elektrizitätsverfeilnng Jkhw den i" ' 
Kraft wird hier ein otinauea Mnl' 
sehende Keldatärt .t^^'-..- 



die Ladang di 
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Ladung e des Probekörpers erreichte Grenzwert 

9t 



Um ( * ) 



den Vektor 6. 



Zweites Kapitel. 
Dielektrika. 

§ 42. DielektrisitätBkonstante und elektrisohe Verschiebung. 

Wir haben uns bisher auf das elektrische Feld im Luft- 
mume beschrankt. Wii* gehen jetzt dazu über, andere Iso- 
latoren in Betracht zu ziehen. Faraday hat gefunden, daß die 
Kapazität eines Kugelkondensators (§ 39) sich ändert, wenn 
der Raum zwischen den Kugeln mit anderen isolierenden Sub- 
stanzen, etwa Wachs oder Schwefel, ausgefüllt wird; die La- 
dung der Kugeln bei konstant gehaltener Potentialdifferenz 
wächst dann in einem bestimmten, nur von der betreffenden 
isolierenden Substanz abhängigen Verhältnis; die Kapazität des 
Kondensators wird jetzt nicht mehr durch die Formel (130), 
sondern durch die allgemeinere Formel 

« 

(134) x^—^—^B'.—- 

gegeben. Die Konstante e, welche das dielektrische Verhalten 
eines Isolators anzeigt, wird die „Dielektrizitätskonstante" 
genannt. Sie ist definiert als Quotient aus der Kapazität eines 
mit dem betreffenden homogenen Dielektrikum gefüllten Kugel- 
kondensators und der Kapazität eines geometrisch gleichen 
Luftkondensators. Es ist z. B. die Dielektrizitätskonstante von 
Paraffin 2,3, von Gläsern 6 bis 8, von destilliertem Wasser 76. 
Die Dielektrizitätskonstante der Gase, insbesondere der 
atmosphärischen Luft, hängt wesentlich von der Dichte ab 
und zwar in der Weise, daß für alle Gase die Werte von a 
mit abnehmender Dichte sich einem und demselben Grenzwerte 
nähern. Diesen Grenzwert bezeichnet man als Dielektrizitäts- 
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konstante des leeren Raumes oder des „Äthers". Die 
Tatsache, daß bei starker Verdünnung der in einem Baume 
enthaltenen Materie die Gesetze des elektrischen Feldes von 
der chemischen Natur der Materie unabhängig werden, ist für 
die Entwicklung der Elektrizitätslehre überaus wichtig ge- 
worden. Sie legt die Annahme nahe, daß auch der leere 
Baum elektrische Wirkungen vermittelt, daß er der Sitz eines 
elektrischen Feldes sein kann. Da man früher dem Baum 
nur geometrische Eigenschaften beizulegen pflegte, so hat man 
für den mit elektromagnetischen Eigenschaften behafteten 
Baum ein besonderes Wort „Äther'' eingeführt. Es ist gut, 
sich zu vergegenwärtigen, daß sowohl der Begriflf des geome- 
trischen Baumes, wie auch der Begriflf des elektromagnetischen 
Atbers nur Abstraktionen sind. Die Eigenschaften des Baumes, 
welche die Geometrie behandelt, und diejenigen, welche uns 
durch das Studium der elektromagnetischen Vorgänge bekannt 
geworden sind, sind zwar rein begriflflich zu scheiden, in 
Wirklichkeit aber sind sie unzertrennlich; geometrische und 
elektromagnetische Eigenschaften zusammen charakterisieren 
erst den wirklichen Baum. Wir verbinden heute mit dem 
Worte „Äther" keineswegs die Vorstellung einer hypothetischen 
Substanz; vielmehr gebrauchen wir dieses historisch über- 
lieferte Wort heute als Abkürzung, wenn wir ohne Weit- 
schweifigkeiten von dem Baume als Träger eines elektro- 
magnetischen Feldes sprechen. 

Wir haben uns bisher der Luft bei Atmosphärendruck 
als Normalsubstanz bedient und auf diese die Dielektrizitäts- 
konstanten der Körper bezogen. Bei theoretischen Unter- 
suchungen wird man besser die Dielektrizitätskonstanten der 
Körper auf den Äther beziehen; die Zahlen werte von s wer- 
den dann alle größer als 1, insbesondere wird für Luft unter 
Atmosphärendruck € = 1,000590. Praktisch ist demnach der 
Unterschied der dielektrischen Konstanten von Luft bei 
Atmosphärendruck und bei großer Verdünnung meist zu ver- 
nachlässigen. Immerhin wollen wir von jetzt an die Fest- 
setzung treflfen, daß die Entwickelungen des vorigen Kapitels 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. 8. Aufl. 10 
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sich streng genommen auf den Luftraum bei unendlicher Ver- 
dünnung der Luft, d. h. auf den Äther beziehen. Wir wollen 
jetzt dazu übergehen, die Grundgesetze der Elektrostatik so 
zu verallgemeinem, daß sie beliebige isotrope Dielektrika 
umfassen. 

Für ein homogenes, flüssiges oder gasformiges Dielektri- 
kum bleibt die Definition des Vektors (B mit Hilfe des ge- 
ladenen Probekörpers (124) bestehen; auch hier ergibt die 
Erfahrung, daß das Feld von S überall wirbelfrei ist (126); 
dasselbe leitet sich also aus einem Potential q) ab. Um nun 
die nach Gl. (134) geänderte Kapazität eines Luftkondensators 
zu erklären, muß man die durch (125) formulierte Beziehung 
zwischen der elektrischen Feldstärke (& und der elektrischen 
Ladung e aufgeben. 

Wir führen mit Maxwell einen neuen Vektor ® ein, 

welcher den Vektor — ® in jener Relation (125) ersetzt und 

welcher „elektrische Verschiebung" genannt wird. Er ' 
soll folgender Festsetzung genügen 

(135) fdf^„ = e. 

D. h. das über eine geschlossene Fläche /"erstreckte 
Integral der Normalkomponente des Vektors ®, oder 
die gesamte elektrische Verschiebung durch die Fläche 
ist gleich der gesamten, von der Fläche umschlossenen 
elektrischen Ladung. Maxwells Bezeichnung „elektrische 
Verschiebung*' legt eine von der hydrodynamischen Abbildung 
etwas abweichende mechanische Analogie zugrunde, indem sie 
das Feld des Vektors ® nicht durch die in der Zeiteinheit 
stattfindende Strömung eines Fluidums abbildet, sondern durch 
die gesamte Verschiebung, welche die Teilchen eines gewissen 
Fluidums von der Gleichgewichtslage aus erfahren haben. Vom 
Standpunkte der Geometrie der Vektorfelder aus sind indessen 
die beiden Bilder nicht wesentlich voneinander verschieden. 
Die Elektrizität ist, je nach dem Vorzeichen, Quelle oder 
Senke der elektrischen Verschiebung. In dem von Elektrizität 
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freien Gebiete des Isolators ist das Feld des Vektors ® quellen- 
frei; dagegen gelten, wenn es sich um räumlicli oder flächen- 
haft verteilte Ladungen bandelt, die Beziehungen 

(135 a) div2>-p, 

(135b) -{^m + ^n.}-^. 

welche an die Stelle von (125 a, b) treten. 

Da nun für den Kugelkondensator von gegebener Ladung 
nach diesen Festsetzungen die gesamte Verschiebung durch 
konzentrische Kugeln dieselbe ist wie früher, und da der 
Zusammenhang von @ imd g> der alte geblieben ist, so ist^ 
um die durch (134) ausgedrückte Änderung der Kapazität zu 
erhalten, der Vektor ® mit S folgendermaßen zu verknüpfen 

(136) 5)-;^-«. 

In der Tat wird bei dieser Festsetzung der Quotient von 
Ladung zur Potentialdiflferenz der Kugeln im Verhältnis s : 1 
vergrößert, wenn der vorher leere Raum des Kugelkondensators 
mit dem betreffenden Isolator gefüllt wird. Überhaupt kann 
man das elektrostatische Problem für den Fall, daß das Feld 
von einem homogenen Isolator gefüllt ist, allgemein zurück- 
führen auf den Fall, wo die geladenen Leiter sich im leeren 
Räume befinden. Werden die Ladungen der Leiter 
konstant gehalten, so wird das Feld des Vektors ® 
durch Füllung des Raumes mit dem Dielektrikum 
nicht geändert, aber S und 9? werden im Verhältnis 
1 : 6 verkleinert. Werden aber die Potentiale der 
Leiter konstant gehalten, so bleibt das Feld des 
Vektors S ungeändert, mithin wird ® und die elek- 
trische Ladung im Verhältnis s:l vergrößert. Es folgt 
z. B., daß die Kapazität eines einzelnen Leiters im Verhältnis 
€:1 vermehrt wird, wenn der Leiter aus dem leeren Raum in 
ein Dielektrikum gebracht wird, freilich streng genommen nur 
dann, wenn dasselbe den ganzen Raum außerhalb des Leiters 

erfüllt. Wenn die Dielektrika nicht homogen sind, oder wenn 

10* 
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Trennungsfläclien zweier Isolatoren im Felde verlaufen, sind 
besondere Betrachtungen notwendig. 

Für ein festes Dielektrikum ist es nicht ohne weiteres 
möglich, den Vektor ® mit Hilfe des Probekörpers zu be- 
stimmen und so die wirbelfreie Verteilung des Feldes fest- 
zustellen. Hier sind die soeben aufgestellten Gesetze des 
Feldes zunächst rein hypothetisch einzuführen; die Rechtferti- 
gung ist in der Richtigkeit der weiterhin zu entwickelnden 
Folgerungen zu sehen, die sich auf das Feld außerhalb der 
festen Dielektrika oder auf die Kapazität der Leiter beziehen. 

§ 43. Wahre und freie Elektrizität. 

In einem elektrostatischen Felde, welches von dielektrischen 
Körpern erfüllt ist, haben wir jetzt zwei Vektoren (S und ® 
zu unterscheiden, die in isotropen Körpern durch (136) ver- 
knüpft sind. Die Quellen der elektrischen Verschiebung ® 
sind nach (135 a, b) die Ladungen wahrer Elekrizität: 

Die räumliche Dichte der wahren Elektrizität ist 
gleich der Divergenz, ihre Flächendichte gleich der 
Flächendivergenz von ^. 

Neben der „wahren Elektrizität*' führen wir jetzt die 
„freie Elektrizität durch folgende Festsetzungen ein: Die 
räumliche Dichte (>' der freien Elektrizität und die 
Flächendichte cd' derselben sollen gleich der räum- 
lichen Divergenz bzw. der Flächendivergenz des Vek- 
tors , -6 sein: 

(137) div e = 4ff (>', 

(137 a) -(©,, + ej = 4«c'. . 

Die auf einem isolierten Leiter befindliche Menge wahrer 
Elektrizität wird durch Einführung in einen anderen Isolator 
nicht geändert. Der vom Leiter ausgehende Kraftfluß aber, 
und daher die Menge der freien Elektrizität auf dem Leiter, 
wird dadurch geändert. 

Wir betrachten das Feld, das ein^ Anzahl geladener 
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Leiter umgibt. Die Flächendichte der wahren Elektrizität, die 
an der Oberfläche der Leiter ihren Sitz hat, ist, wenn n die 
äußere Normale dieser Fläche bezeichnet, nach (135b) 

(137 b) tö = ^„. 

Wir nehmen an, daß weder im Linem der im Felde be- 
findlichen Dielektrika, noch an der Trenmingsfläche je zweier 
derselben wahre Elektrizität sich befindet, dann gilt 

(137 c) divS) = 0, 

(137 d) ^m + ^n.-0. 

Die Normalkomponente von 5 durchsetzt dem- 
nach stetig die Trennungsfläche zweier Dielektrika. 

Die räumliche Dichte q* der freien Elektrizität ist nach 
(136) und (137 c) im Lmern homogener Isolatoren ebenfalls 
gleich Null, sie ist aber von Null verschieden, wenn der 
Isolator inhomogen, d. h. wenn s in demselben nicht konstant 
ist. Insbesondere in einer Übergangsschicht zweier Dielektrika 
ist freie Elektrizität anzunehmen; im Grenzfalle unstetigen 
Überganges bildet sie eine Flächenbelegung von der durch 
(137 a) bestimmten Flächendichte cj'. 

Die elektrische Feldstärke 6 ist im elektrostatischen Felde 
überall wirbelfrei verteilt und daher als negativer Gradient 
eines Potentiales darzustellen 

(138) «=--V9?, curie = 0. 

Auch an der Trennungsfiäche verschiedener Substanzen 
treten keine Flächenwirbel (§ 29) des Vektors 6 auf, d. h. die 
tangentiellen Komponenten von ii durchsetzen stetig 
die Trennungsfläche zweier Körper. 

Im Innern homogener Isolatoren ist nach (136) und (138) 
auch der Wirbel des Vektors 5 Null, aber im Innern inhomo- 
gener Isolatoren, sowie insbesondere auf der Trennungsfiäche 
verschiedener Isolatoren können Wirbel von ^ ihren Sitz 
haben; das Feld des Vektors ® ist somit nicht durchweg 
wirbelfrei und daher nicht allgemein aus einem skalaren 
Potential abzuleiten. 
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Will man das Potential tp berechnen, so muß man 
natürlich die Quellen des wirbelfreien Vektorfeldes 

in Betracht ziehen, d. h. .die freie Elektrizität. 
Es ist 

(138a) ^^p^+pJf^ 

wo ()', die räumliche Dichte der freien Elektrizität, in den- 
jenigen Volumelementen von Null verschieden ist, wo s mit 
dem Orte variiert, und cd', die Flächendichte der freien Elek- 
trizität, nicht nur an der Oberfläche der Leiter, sondern auch 
an der Trennungsfläche je zweier Isolatoren ihren Sitz hat. 

§ 44. Die elektrischen Kraftlinien. 

Bei elementaren Darstellungen der Elektrizitätslehre pflegt 
man vielfach das elektrische Feld durch Zeichnung der „Kraft- 
linien'^ zu veranschaulichen. Es sind dies Kurven, deren 
Tangente in jedem Punkt des Feldes die Richtimg des Vek- 
tors % anzeigt. Man zeichnet die Kraftlinien gewöhnlich so, 
daß die Zahl der Kraftlinien, die eine gegebene Fläche durch- 
setzen, ein Maß für den durch die Fläche hindurchtretenden 
Kraftfluß ist. Es beginnen dann die Kraftlinien dort, wo freie 
Elektrizität positiven Vorzeichens, sie endigen dort, wo solche 
negativen Vorzeichens ihren Sitz hat. 

Ebenso kann man das Feld des Vektors 5 durch „Ver- 
schiebungslinien" darstellen, deren Tangente in die Richtimg 
von % fällt, während ihre Zahl ein Maß des Betrages von ^ 
ist. Der Ursprung und die Mündung der Verschiebungslinien 
wird dann mit dem Sitz der wahren Elektrizität zusammenfallen. 
Begnügt man sich jedoch mit der Darstellung der Richtung 
der Vektoren 6 und ^, welche in isotropen Körpern miteinan- 
der übereinstimmt, so kann man in solchen Körpern die Ver- 
schiebungslinien mit den Kraftlinien zusammenfallen lassen. 

Aus der Stetigkeit der normalen Komponenten von ^ 
und der tangentiellen Komponenten von 6 (§ 43) folgt das 
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Brechungsgesetz der Kraftlinien an der Grenze zweier 
homogener Isolatoren. Die Kraftlinien, die vom Dielektri- 
kum (1) nach (2) gehen mögen, zeigen die Richtung beider 
Vektoren 6 und ^ an. Es seien a^, a^ die Winkel, welche 
die Richtungen der beiden Vektoren zu beiden Seiten der -^ 
Trennungsfläche mit der von (1) nach (2) gehenden Normalen 
einschließen. Dann ist 

I Xi I cos «1 = I ^a I cos «2, I 6i I sin «i =» | ®a I sin «2; 

daher, mit Rücksicht auf (136) ^] 

(139) tgojitgag =«£i:£2. 

Die trigonometrischen Tangenten der Kraftlinien- 
richtungen gegen die Normale der Trennungsfläche 
verhalten sich wie die Dielektrizitätskonstanten der 
beiden aneinander grenzenden Isolatoren. Die Kraftlinien 
werden also beim Eintritt in einen Isolator mit größerer 
Dielektrizitätskonstante von der Normale fortgebrochen. 

§ 45. Kugelkondensator mit zwei dielektrisohen Schichten. 

Treffen die Kraftlinien senkrecht auf die Trennimgsfläche 
zweier Isolatoren, so ändert sich ihre Richtung nicht; es 
entsteht aber eine Plächenbelegung freier Elektrizität. Als 
Beispiel mag wieder der Kugelkondensator (§ 39) dienen. An 
die innere Kugel vom Radius a mag sich zunächst eine dielek- 
trische Kugelschicht von der Dielektrizitätskonstante s^ an- > 
schließen, die nach außen durch eine konzentrische Kugel vom ^ 
Radius c begrenzt wird; der Raum zwischen dieser Kugel und '^ 
der leitenden Kugel vom Radius b sei von einem zweiten ^ 
Isolator von der dielektrischen Konstante «g erfüllt. " — ^-*- 

Wahre Elektrizität sitzt nur auf der Oberfläche der beiden 
Metallkugeln, und zwar positive + e auf der inneren, negative 
— e auf der äußeren. Die gesamte elektrische Verschiebung 
durch die konzentrischen Kugeln ist gleich e. Die Vektoren 
S, @ sind radial gerichtet, es ist daher im ersten Isolator 



'^ 
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Wir setzen für das Potential im Lufträume 



«1 r f 1 r 



Es soll also das Feld im Lufträume der wahren Ladung e in 
A und der fingierten wahren Ladung d in B entsprechen. Dieser 
Ansatz genügt der Grundbedingung; daß Quellen elektrischer 
Verschiebung innerhalb des Luftraumes nur in A vorhanden 
sind; denn der Bildpunkt JB liegt ja außerhalb des Luftraumes. 
Was nun das Feld innerhalb des Dielektrikums anbelangt, 
so wollen wir versuchen, es durch den Ansatz für das Poten- 
tial im Dielektrikum 



9^8 = 



e 



«, r 



darzustellen. Es soll also das Feld in dem Isolator so be- 
schaffen sein, als ob der Isolator unendlich ausgedehnt und 
in A die wahre Ladung ^' befindlich wäre. Dieser Ansatz 
entspricht der Bedingung, daß innerhalb des wirklich von dem 
Dielektrikum erfüllten Halbraumes Quellen oder Senken elek- 
trischer Verschiebung nicht vorkommen. 

Man zeigt, daß das Feld wirklich durch diese Ansätze 
dargestellt wird, indem man nachweist, daß die Grenzbedingungen 
an der Begrenzungsebene des Dielektrikums durch geeignete 
Verfügung über die bisher unbestimmten Größen ^, a" zu er- 
füllen sind. Was zunächst die Normalkomponenten von % 
anbelangt, so ist 

wobei die Normalen n^, n^ von dem betreffenden Medium nach 
der Grenzfläche hinweisend angenommen sind. Die Grenz- 
bedingung (137 d) verlangt nun das Verschwinden der Flächen- 
divergenz von ^; da r =» r', so ist die Forderung dieser ersten 

Grenzbedingung 

e H- e' — e" = 0. 

Anderseits sollen die Tangentialkomponenten von ® zu 
beiden Seiten der Trennungsebene die gleichen Werte besitzen; 
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dies wird jedenfalls dann der Fall sein, wenn y^ = (p^ längs 
der Ebene erfüllt ist, denn (S ist ja der negative Gradient von 
{f. Die Bedingung q)^ = 9?a ist nicht nur hinreichend, sie ist 
auch notwendig, wenn Doppelschichten freier Elektrizität an 
der Oberfläche des Isolators ausgeschlossen werden. Wir ver- 
langen also zweitens 



e — e' c" 



«1 «j 



Man erhält aus den beiden in «, c', ^' linearen Gleichungen 



^ ^ *i gf ^ h *i 



/i^i\ 1^ + ^ h *8 "h *i 



c" = a -}- e' = a 



2b, 



Hierdurch sind die fingierten „wahren" Ladungen ( — e') 
in By (+ e") in Ä bestimmt. Die Kraftlinien innerhalb des 
Dielektrikums verlaufen so, daß sie radial von A auszugehen 
tscheinen, während im Lufträume das Feld durch Superposition 
zweier von dem Quellpunkte Ä und dem Senkpunkte B her- 
rührender Felder sich darstellen läßt. 

Ersetzt man das Dielektrikum durch einen Leiter, so hat 
man nach § 41, um das Potential im Lufträume zu bestimmen, 
dem Bildpunkte B die Ladung (— e) zu geben. Es ist also 
die störende Wirkung des Dielektrikums auf die Feldstärke 
im Lufträume, verglichen mit der störenden Wirkung des 
Leiters, zu messen durch 

6 • C "■"■ Co" ~~" Cj • Co — I Cj • 

Das Dielektrikum übt also stets einen geringeren Einfluß aus 
als der Leiter. Im Grenzfalle indessen, wo die Dielektrizitäts- 
konstante £2 des Isolators sehr groß ist gegen diejenige der 
Luft, wird a' = e, d. h. der Leiter beeinflußt das Feld 
im Lufträume ebenso, wie ein Isolator von unendlich 
großer Dielektrizitätskonstante. 

Was ferner die Feldstärke innerhalb des Dielektrikums' be- 
trifft, so entspricht diese der in Ä beflndlichen freien Ladung 

in einem unbegrenzten Dielektrikum; würde das Dielektrikum 



c" 



«2 
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entfernt, so wäre die Feldstärke hier aus der freien Ladung 

— ZU bestimmen, welche dem im Lufträume befindlichen 

Punkte Ä wirklich zukommt. Das Eindringen des Feldes wird 
demnach gemessen durch den Quotienten 



e e 



fj h 



— J s^ : 62 -r ^1' 



Im Grenzfalle unendlicher Dielektrizitätskon- 
stante £2 i^* ^^® elektrische Feldstärke im Innern 
des Isolators Null, genau wie im Innern eines 
Leiters. 

Für das Eindringen der elektrischen Verschiebung trifft 
das allerdings nicht zu; dieses wird gemessen durch das Ver- 
hältnis der wahren Ladungen 

welches im Grenzfalle eines unendlichen Wertes von e^ gleich 2 
wird. Die Zahl der in den Halbraum eintretenden Ver- 
schiebungslinien wäre offenbar, falls der ganze Raum mit Luft ge- 

füllt wäre, gleich ^t d®^ halben wahren Ladung von Ä'^ denn 

die Verschiebungslinien würden in diesem Falle von A radial 
ausgehen, nach allen Seiten in gleicher Dichte. Ist hingegen 
der Halbraum von dem Dielektrikum eingenommen, so ent- 
spricht, wie wir sehen, die eintretende elektrische Verschiebung 
einer in Ä befindlichen wahren Ladung ef'^ mithin ist die 
Zahl der in den Halbraum eintretenden Verschiebungslinien 



e' s 



s 



2 h+h 

Auf der Grenzebene der beiden Dielektrika können keine 
Verschiebungslinien beginnen oder endigen, weil hier keine 
wahre Elektrizität ist. 

Es muß demnach von den e Verschiebungslinien, welche 
im Punkte Ä beginnen, der Teil 

^ r — 
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jenseits des Dielektrikums endigen, der Rest 



h 



«2+«l 



jenseits des Luftraumes; hier sind etwa leitende Körper an- 
zunehmen, auf denen die Verschiebungslinien endigen. Im 
Grenzfalle £3 = 00 befindet sich die wahre Ladung — e 
jenseits des Dielektrikums, während sie in dem zum 
Vergleiche herangezogenen Falle des Leiters auf der 
Leiteroberfläche sitzt. Die freie Ladung hingegen ver- 
teilt sich in dem hier betrachteten Falle über die Begrenzungs- 
ebene des Dielektrikums von unendlicher Dielektrizitätskonstante 
genau so, wie über die Oberfläche des Leiters, da ja die Feld- 
stärken in beiden Fällen die gleichen sind. 

§ 47. Die Folarisation der Dielektrika. 

Wir kehren zum allgemeinen Falle beliebiger isotroper 
Dielektrika zurück. Dieselben mögen teils an die mit wahrer 
Elektrizität geladenen Leiter unmittelbar angrenzen, teils in 
den leeren Baum eingebettet sein. Wir wollen jetzt versuchen, 
das elektrische Feld in zwei Felder zu zerlegen, von denen 
das erste (&q von der an der Oberfläche der Leiter befindlichen 
wahren Elektrizität herrührt, während das zweite 6 — 6q von 
den dielektrischen Körpern auszugehen scheint. Dabei soll @q 
aus der Flächendichte <d der wahren Elektrizität nach den Ge- 
setzen berechnet werden, die für das Feld im leeren RÄume 
gelten, also folgendermaßen 



®o = — ^9^0» 9^0 === / ^ 



df(o 
r 



Zu dem Potentiale (pQ liefern nur die Flächen Beiträge, 
in denen die Metalle an den leeren Raum bzw. an Dielektrika 
angrenzen. 

Für das Feld ß — «o gil* jetz*; i^ach (138 a) 



g^e,^^V(c-cp,), 9^-9^0-/^^-'+/^ 



r 
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zu dem Potentiale (p — ffo liefern demnach alle mit freier 
Elektrizität behafteten Volumelemente der Dielektrika Beiträge, 
sowie die Grenzflächen, welche Dielektrika vom Äther bzw. 
von den Metallen, oder welche zwei Dielektrika trennen. Da- 
bei gilt an solchen Trennungsflächen, nach (135 b und 137 a) 

Im Äther ist femer 

während im Innern der Metalle ein elektrostatisches Feld über- 
haupt nicht auftritt. Es bleibt daher an den Flächen, in 
denen ein Dielektrikum an den leeren Raum oder an ein Metall 
angrenzt, nur der auf das Dielektrikum bezügliche Simimand 
bestehen 

-'-- = - li«»-*-)' 

wo n die von dem Lmem des Dielektrikums aus nach der 
Oberfläche hinweisende Normale bezeichnet. 

An der Trennungsfläche zweier Dielektrika bleibt der obige 
allgemeinere Ausdruck für (cj' — co) gültig, der sich aus zwei 
auf die einzelnen Dielektrika bezüglichen Termen zusammen- 
setzt. Wir wollen jedoch den Übergang eines Dielektrikums in 
ein anderes als stetig voraussetzen, so daß die Übergangsschicht 
als inhomogenes, mit freier räumlicher Ladung behaftetes 
Dielektrikum anzusehen ist. Es gilt hier, wie überhaupt in 
inhomogenen Isolatoren, nach (137, 137 c) 

^' = Ji-div g = div (^(S- 2)). 

Wir führen nunmehr einen neuen Vektor ^ ein 

(142) tp = S)~-^g=^«, 

den wir „elektrische Polarisation" des Dielektrikums 
nennen. Dann wird an der Grenzfläche des Dielektrikums, 
sei es, daß Metall oder daß Äther an dieses angrenzt, wenn n 
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die vom Dielektrikum aus nach der Grenzfläche weisende 
Normale bezeichnet 

(142a) cö' - oj = 5P„, 

und im Innern des Dielektrikums 
(142b) q' div jp. 

Demgemäß ist das Potential des Feldes (ß — 6q) 

Wendet man auf den von dem Dielektrikum eingenommenen 
Raum die aus dem Gaußschen Satze abgeleitete Integraltrans- 
formation (73) an, so wird 

Dabei bezieht sich die Operation 

auf Verrückung des Quellpunktes (vgl. § 22). Der Aufpunkt, 
der irgendwo im Räume liegen kann, wird bei Ausführung 
der Verrückung festgehalten. Durch Anwendung dieser Um- 
formung erhält man 

(142c) 'P-9o-f<iv{^^,^) 

als Potential des Dielektrikums. 

Die physikalische Bedeutung dieses Ausdruckes geht aus 
der Formel (81) hervor, die im § 22 für das Potential einer 
Doppelquelle erhalten wurde. Es war, wenn m das Moment 
einer solchen bezeichnet, 

das Potential der erzeugten Strömung. Wir können demnach jetzt 
das wirbelfreie Feld (6 — 6^) als von Doppelquellen erzeugt an- 
sehen. Dabei ist fßdv das Moment der im Volumelement dv 
des Dielektrikums enthaltenen Doppelquellen, mithin fß das 
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Moment der Volumeinheit. Wir können etwa das Dielektrikum 
in zylindrische Volumelemente zerlegen, von dem Querschnitte 6 
und der Höhe l, deren Grundflächen zu fß senkrecht sind. 
Dann ist 

das Moment des Volumelementes dv. 

Erinnern wir uns nun der Art, wie im § 22 das Moment 
<ier Doppelquelle definiert wurde; es wurde ein Quellpunkt und 
«in Senkpunkt angenommen; die vom Senkpunkt nach dem 
Quellpunkt weisende Richtung gab die Richtung von nt an, 
<las Produkt aus der Ergiebigkeit des Quellpunktes und dem 
Abstand l vom Senkpunkte den Betrag dieses Vektors. Wir 
haben demnach die Grundflächen aller der zylindrischen Volum- 
«lemente mit Ladungen ±:]P <f zu belegen und jedes Volum- 
element als Doppelquelle des Kraftflusses zu betrachten. Das 
Peld 6 — 6q ist sowohl außerhalb wie auch inner- 
halb des vom Dielektrikum eingenommenen Raumes 
identisch mit dem Felde, welches ein solches System 
Ton Doppelquellen des Kraftflusses im Äther er- 
zeugen würde. So rechtfertigt sich auch die Bezeichnung 
des Vektors ^ als elektrische Polarisation des Dielektrikums. 

Wir sind bisher analytisch verfahren, indem wir das Di- 
elektrikum zunächst als Ganzes behandelten und dann in 
Volumelemente zerlegten. Wir können auch synthetisch von 
<lem einzelnen Volumelemente ausgehen; denken wir uns aus 
einem solchen zylindrischen Elemente, dessen Mantelfläche von 
Kraftlinien gebildet wird, die Materie entfernt, das Feld aber 
Tinverändert gelassen, so werden zwar an der Mantelfläche die 
Grenzbedingungen erfüllt sein, welche Stetigkeit der tangen- 
tiellen Komponenten von 6 und der normalen Komponenten 
von 5 verlangen, aber an den Grundflächen nicht ohne 
weiteres. Die elektrische Verschiebung durch die Querschnitte 
•des Zylinders, die vor Entfernung der Materie | ^ | ^ betrug, 
ist jetzt nur 
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Außerhalb des zylindrischen Elementes hingegen besteht die- 
selbe elektrische Verschiebung wie vorher. 

£s beginnen also jetzt auf den Grundflächen des Zylinders 
Verschiebungslinien in der Zahl 



±<»||2)|-i^l«l)-±ffi<PI- 



Das ist nur möglich^ wenn daselbst wahre Ladungen mit der 
Flächendichte ± | ^ | ihren Sitz haben. Die in dem Voluni- 
element enthaltene Materie läßt sich hinsichtlich ihres Ein- 
flusses auf das elektrische Feld durch eine solche Doppel- 
belegung ersetzen. Man kann nun nacheinander die Materie 
aus den einzelnen Volumelementen des Dielektrikums ent- 
fernen und statt ihrer fingierte Flächenbelegungen der Volum- 
elemente mit positiver und negativer Elektrizität einfahren. 
So gelangt man zur Formel (142 c) für das Potential des Di- 
elektrikums. Ist das Produkt ^ | ^ | längs einer aus Kraft- 
linien gebildeten Röhre konstant, so heben sich die positiven 
und negativen Ladungen benachbarter Volumelemente auf. In 
einem homogenen Dielektrikum, wo s konstant ist und daher 
6, ^, ^ nur um konstante Faktoren verschieden sind, findet 
dieses statt; hier bleiben nur auf der Begrenzungsebene des 
Dielektrikums fingierte Ladungen übrig. In einem inhomogenen 
Dielektrikum hingegen, wo s von Ort zu Ort wechselt, heben 
sich die Flächenbelegungen der Volumelemente nicht auf, sie 
geben Anlaß zu einer räumlichen Divergenz von ®, d. h. zu 
freier Elektrizität im Innern des Dielektrikums. Dieser Ge- 
dankengang, mathematisch präzisiert, würde uns zur Ausgangs- 
formel für <p — g>Q zurückführen. 

Es geht aus diesen Betrachtungen hervor, daß die 
Annahme einer elektrischen Polarisation der Isolatoren ein 
Kunstgriff ist, mit dessen Hilfe man die Bestimmung des elek- 
trischen Feldes bei Anwesenheit beliebiger Dielektrika zurück- 
führen kann auf die im vorigen Kapitel gelöste Aufgabe, das 
Feld elektrischer Ladungen im Äther zu ermitteln. Das Feld 
(S setzt sich zusammen aus dem von der wahren Elektrizität 
erzeugten und dem vom polarisierten Dielektrikum herrühren- 

AbrAhAm, Theorie der Elektrizität. I. 3. Amü. 11 
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den Felde. Es ist 

(143) e--V(p, <p=J^+J,?t;(jpv,l) 

der allgemeine Ausdruck für das resultierende Feld. 

Ist das Feld geladener Leiter im leeren Räume bekannt^ 
und handelt es sich darum ^ den störenden Einfluß eines in 
das Feld gebrachten Isolators zu ermitteln, so reicht die For- 
mel (143) zur Lösung des Problemes keineswegs aus. Denn 
selbst, wenn die entstehende Polarisation des Dielektrikums 
bekannt wäre, so würde doch die Verteilung der wahren Elek- 
trizität auf dem Leiter durch Einführung des Dielektrikums 
geändert sein und es wäre unzulässig, für die Flächendichte o 
der wahren Elektrizität den vor Einführung des Isolators 
geltenden Wert zu setzen. Das ist nur dann gestattet, wenn 
das eingeführte Dielektrikum so klein, seine Polarisation so 
gering oder seine Entfernung von den Oberflächen der Leiter 
so groß ist, daß seine Rückwirkung auf die Elektrizitäts- 
yerteilung daselbst zu yemachlässigen ist. In diesem Falle 
kann man das Feld @q als gegeben betrachten; es führt dann 
die Formel (143) die Bestimmung des resultierenden Feldes 
auf die Aufgabe zurück, die Polarisation des Dielektrikums zu 
finden. Indessen, in dieser Allgemeinheit ist auch die letzt- 
genannte Aufgabe kaum lösbar. Man wird sie weiter verein- 
fachen, indem man ein homogenes Feld (S^ annimmt, weiter 
das Dielektrikum als homogen, d. h. e als durchweg konstant 
betrachtet; endlich wird man sich auf einfache Körperformen 
beschränken. Wir behandeln im folgenden Paragraphen die 
einfachste, nämlich die Kugel. Es stellt sich heraus, daß die 
Polarisation, welche eine dielektrische Kugel im homogenen 
Felde (Sq annimmt, ihrerseits homogen, d. h. im ganzen Di- 
elektrikum konstant ist. Wir weisen diese Behauptung als 
richtig nach, indem wir das Feld der homogen polarisierten 
Kugel bestimmen und zeigen, daß es sich den Grenzbe- 
dingungen der vorgelegten Aufgabe anpassen läßt. 
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§ 48. Eine homogen polarisierte Kugel. 
Wir setzen wieder 

nehmen @o in dem betrachteten ^ von der dielektrischen Kugel 
eingenommenen Baume als konstant an und erhalten aus (143) 
das Potential der homogen polarisierten Kugel 

9-% ~fdv (sp V, I) - ^Jdv V, ^ . 

Die Bedeutung des letzteren Ausdruckes ist folgende: Man 
berechne das Potential einer mit der räumlichen Dichte q ge> 
ladenen Kugel und einer mit der Dichte — q geladenen ^ um 

die Strecke — in einer dem Vektor jp entgegengesetzten Rich- 
tung gegen die erste verschobenen und gehe zur Grenze über, 
indem man q immer größer macht. Der Grenzwert, multi- 
pliziert mit dem Betrage von iß, ist das gesuchte Potential 
der dielektrischen Kugel. Man hat nun solche Punkte zu 
unterscheiden, die außerhalb und die innerhalb der dielektri- 
schen Kugel liegen. Es sei a der Radius der Kugel, B der 
Abstand eines Aufpunktes von ihrem Mittelpunkte. Außerhalb 
der Kugel wirkt jede der beiden mit der Dichte q bzw. — q 
geladenen Kugeln so, als ob ihre gesamte Ladung Fp, — Fp 
im Mittelpunkte vereinigt wäre (vgl. § 23). Geht man zur 

Grenze über, indem man den Abstand — kleiner und kleiner 

macht, so erhält man eine Doppelquelle vom Momente F. 
Mithin wird 

(144) 9>-9>o = «PFV,-i- fpi^'v„l-^g(«!P) 

für B^a, wobei R den vom Mittelpunkte der dielektrischen 
Kugel nach dem Aufpunkte hin gezogenen Radiusvektor darstellt. 
Für einen innerhalb gelegenen Aufpunkt ist das Potential 
der beiden positiv bzw. negativ geladenen Kugeln nach Glei- 
chung (83 b) des § 23 

11* 
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Die beiden Kugeln sind jetzt um — gegeneinander ver- 
schoben zu denken und es ist zur Grenze verschwindenden 
Abstandes überzugehen. Man erhält als resultierendes Potential 

es wird daher 

(144a) <p ~ <po =^(««P), für 2? ^ a. 

Man überzeugt sich leicht davon, daß für 2? = a die 
Potentiale (144) und (144 a) stetig ineinander übergehen. Das 
von der dielektrischen Kugel erzeugte Feld wird innerhalb 
derselben 

(144b) e-g, = -.V(<p-9)o) ==-¥*, ü^a. 

Das Feld, das von der homogen polarisierten 
Kugel erzeugt wird, ist innerhalb der Kugel selbst 
homogen und der Polarisation entgegengerichtet. 

Außerhalb der Kugel mögen die Komponenten des Vektors 
8 — 6q auf rechtwinklige Koordinaten xye bezogen werden, 
wobei die ;gr-Achse in der Richtung von ^ gelegt werde. Es 
ist nach (144) 



daher 



(144 c) 



4««' I m I ^ TT- I m I ^ 



^.-<So.-vm%f, «^_«„^=F|!pi^r^ 



[«,-«o,= F|fP|(^-A^ 



E>a. 



Wir fragen jetzt, welche Feldstärke (Sq vor Einführung 
der dielektrischen Kugel vorhanden sein mußte, damit die 
Kugel, in das Feld gebracht, die Polarisation fß erhält. Es 
liegt nahe, (Bq gleichfalls der ^r- Achse parallel anzunehmen. 
Wir berechnen die radiale und die zur Kugel tangentielle 
Komponente der Feldstärke 6; innerhalb der dielektrischen 
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Kugel ist nach (144 b) 



g^ = I gj COS -ö- - ^1 ip 1 cos-ö- 1 



R<a. 

e,<, « I «0 I sin ^ - ^ 1 JP I sin ^ 

Dabei gibt d' den A^'inkel an^ den der Badiusvektor mit 
der j8?- Achse einschließt und @^ die tangentielle Komponente 
von (Bf die Bngs der Meridiane der Kugeln weist. 

Außerhalb der Kugel hingegen ist nach (144 c) 

, == I «0 I cos ^ + -3- I ^ I -^^ 

\R>a. 
^ = I «o I sm -Ö- — I ip I -^ 

Nun yerlangen die Grenzbedingungen ^ die an der Ober- 
fläche des Dielektrikums gelten: erstens sollen die tangentiellen 
Komponenten von (S innerhalb und außerhalb der Kugel die 
gleichen Werte besitzen; da @q innerhalb und außerhalb der- 
selbe Vektor ist^ so ist diese Bedingung bereits erfüllt. Zweitens 
sollen die Normalkomponenten der elektrischen Verschiebung 
innerhalb und außerhalb die gleichen Werte besitzen. Im 
Äther ist 



im Dielektrikum 



* ix 



4?r 



Mithin verlangt die zweite Grenzbedingong 

oder 

^|^|(« + 2) = l«o|(«-l), 

und da die Richtungen der beiden Vektoren C^^, fß überein- 
stimmend gewählt waren 

(145) • «p^Ä-:-^«». 
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Die so bestimmte äußere Feldstärke genügt allen Be- 
dingungen des Problems. Umgekehrt, wenn die dielek- 
trische Kugel in ein homogenes Feld (Bq gebracht 
wird, so entsteht eine Polarisation, die homogen und 
(Sq parallel ist und die genauer durch (145) bestimmt 
wird. Was die resultierende Feldstärke im Innern 
der Engel anbelangt, so beträgt dieselbe nach (144b) 

(145a) <|»«„_^fp = _A_«^; 

die elektrische Verschiebung endlich ist nach (142) 
(146b) *_,H.^^,_.±.j^^t.. 

Das Feld außerhalb der Kugel entsteht durch Superposition 
des ursprünglichen Feldes (Sq und des Feldes, das von einer 
im Mittelpunkte der Kugel befindlichen Doppelquelle des 
Kraftflusses vom Momente (vgl. 144) 

(145c) ^F-^i^'-;-^a»«„ 

erzeugt wird. 

Es ist von Interesse, den Grenzfall £ » oo zu betrachten. 
Hier wird innerhalb der Kugel @ gleich Null, das Potential 
demnach konstant; das war die Bedingung, die für die leitende 
Kugel galt, es ist also das dieser Grenzbedingung entsprechende 
äußere Feld identisch mit dem Felde einer leitenden Kugel 
von der Gesamtladung Null. Die störende Wirkung einer 
solchen leitenden Kugel läßt sich demnach darstellen 
durch eine Doppelquelle vom Momente a^fS^ im Mittel- 
punkte der Kugel. 

Alle diese Folgerungen setzen, wie schon bemerkt wurde, 
voraus, daß die in das Feld @ gebrachte Kugel, sei sie nun 
leitend oder dielektrisch, die ursprüngliche Verteilung wahrer 
Elektrizität, welche das Feld (Bq im Äther erzeugte, nicht 
wesentlich ändert. 
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Drittes Kapitel. 

Die Energie und die ponderomotorisehen Kräfte 
des elektrostatischen Feldes. 

§ 49. Nahewirkiingatheorie und Femwirkungatheorie. 

Als ein Merkmal des elektrostatischen Feldes wurde im 
§ 37 das Fehlen einer das Bestehen des Feldes begleitenden 
Wärmeentwickelung angesehen. Würde eine solche stattfinden^ 
so wäre zur Erhaltung des Feldes eine dauernde Energie- 
zufuhr erforderlich. Das ist nicht der Fall. Wohl aber ist 
eine einmalige Arbeitsleistung notwendig, um das Feld zu er- 
regen, eine Arbeitsleistung, die nach dem Energieprinzip von 
dem Wege, auf dem die Herstellung des Feldes geschah, un- 
abhängig ist. Diese Arbeitsleistung ist das Maß der Energie 
des elektrostatischen Feldes, bezogen auf den unelektrischen 
Zustand als Normalzustand. Beim Erlöschen des Feldes geht 
die elektrische Energie wiederum in andere Energieformen über. 

Die Fernwirkungstheorie der Elektrizität sah den 
elektrischen Zustand als einen eigentümlichen Zustand der 
Körper an und als wesentlichste Zustandsgröße die elektrische 
Ladung der Körper; dementsprechend ging sie von einer 
Definition der elektrischen Energie aus, welche diese von den 
Ladungen und Potentialen der Körper abhängig macht. Die 
Nahewirkungstheorie hingegen sieht das ganze Feld als 
Träger des elektrischen Zustandes an und als wesentlichste 
Zustandsgrößen die beiden Vektoren (S und £, die elektrische 
Feldstärke und die elektrische Verschiebung. Demgemäß ver- 
teilt sie die elektrische Energie über die Volumelemente des 
Feldes; jedes Volumelement liefert einen Beitrag zu der Feld- 
energie, der nur von seinem elektrischen Zustande abhängt. 
Der auf die Volumeinheit entfallende Anteil an der 
Feldenergie soll nun gleich dem halben skalaren 
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Produkte der Vektoren 6 und ® 

sein. 

Man kann diesen zunächst willkürlich scheinenden Ansatz 
durch ein mechanisches Bild erläutern. Man denke sich ein 
den Baum erfüllendes Agens^ die Verschiebung der in der 
Volumeinheit enthaltenen Menge desselben sei durch ® ge- 
geben^ so daß der Vektor ® der elektrischen Verschiebung hier 
wirklich durch eine Verschiebung dargestellt wird. Es soll 
femer das Agens durch quasielastische KnLfte an seine Gleich- 
gewichtslage gebunden sein. (S soll die äußere Kraft sein^ 
welche die Teile des Agens aus der Gleichgewichtslage zu 
entfernen strebt; die Verschiebung wird dann der äußeren Kraft 
proportional sein, entsprechend der Gleichung (136): 

Die Dielektrizitätskonstante £ ist, falls das Agens den 
ganzen Baum mit gleicher Dichte erfüllt, der quasielastischen 
Kraft umgekehrt proportional zu setzen. Die pro Volum- 
einheit von der äußeren Kraft @ bei der ihr proportionalen 
Verschiebung ® geleistete Arbeit wird alsdann 



/' 



Diese Vorstellung kann natürlich nicht zur Bechtfertigung, 
sondern nur zur Veranschaulichung des von der Nahewirkungs- 
theorie zugrunde gelegten Energieausdruckes dienen. Seine 
Bechtfertigung findet der Ansatz dadurch, daß die pondero- 
motorischen Kräfte des elektrostatischen Feldes, die aus ihm 
abgeleitet werden, der Erfahrung entsprechen. Bevor wir 
dieses nachweisen, wollen wir indessen zeigen, daß für die 
gesamte Energie des elektrostatischen Feldes aus der Nahe- 
wirkungstheorie sich der gleiche Wert ergibt wie aus der 
Femwirkungstheorie. 
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Die gesamte elektrische Feldenergie beträgt 

(146) U^\Jdv{%%). 

Dabei ist nacb (138) der Vektor i& wirbelfrei, — 6 ist der 
Gradient des Potentiales 9). Der Ausdruck 



U^-^Jdv{%,Vv) 



wird nun mit Hilfe der aus dem Gaußschen Satze abgeleiteten 
Formel (73) umgeformt in 

n bezeichnet dabei die äußere Normale der Begrenzungsfläche f 
des betrachteten Raumes. Der Raum, über den das Integral zu 
erstrecken ist, ist hier der leere und der von Isolatoren erfüllte 
Raum; denn innerhalb der metallischen Leiter ist kein Feld 
und daher auch keine Feldenergie vorhanden. Auf das ganze 
Feld dürfen wir die Formel (73) allerdings nur dann anwenden, 
wenn keine Diskontinuitätsflächen das Feld durchsetzen. Wir 
haben uns bei der Anwendung jener Formel den Übergang 
aus einem Isolator in den anderen als kontinuierlich zu denken, 
so daß nur räumliche Divergenz von ® , nicht Flächendivergenz 
in Rechnung zu ziehen ist; übrigens würden auch Dis- 
kontinuitätsflächen sich leicht berücksichtigen lassen durch 
Betrachtungen, die denen ganz ähnlich sind, die im § 30 zur 
Formel (108 a) für die Energie des wirbelfreien Strömungs- 
feldes führten. Wir brauchen hierauf um so weniger einzu- 
gehen, als nach (137 c, d) sowohl die räumliche Divergenz von 
S im Innern der Dielektrika, als auch an der Grenzfläche 
zweier Dielektrika die Flächendivergenz von ® verschwindet. 
Wahre Ladung tritt nur an der Oberfläche der Leiter auf. 
Ihre Flächendichte (o wird nach (137 b) durch die nach dem 
Innern des Isolators hinweisende Komponente von £ ange- 
geben. Da auch die unendlich entfernte Begrenzungsfläche f 
keinen Beitrag liefert, so wird die Energie U gegeben durch 
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das über die Oberflächen der Leiter erstreckte Integral 

(146 a) U^^Jdf^)(D, 

Ebenso wie wir die Energie eines wirbelfreien Strömungs- 
feides, die zunächst über das ganze Feld verteilt war, durch 
Integrale über das QueUengebiet ausdrücken konnten (84 bzw. 
108 a), so können wir die elektrostatische Energie, die nach 
der Maxwellschen Theorie über die Volumelemente des Feldes 
verteilt ist, auf eine Form bringen, in der sie über die wahren 
Ladungen verteilt erscheint; diese Verteilung der Energie 
über die wahren Ladungen ist die von der Fern- 
wirkungstheorie angenommene. Das Potential 9 ist da- 
bei natürlich das Potential der freien elektrischen Ladungen 
(vgl. Formel 138 a). 

Ist das Feld von einem homogenen isotropen Dielektrikum 
erfüllt, so treten auch die freien Ladungen nur an der Ober- 
fläche der Leiter auf und zwar mit der Dichte 






Dann wird 



r 



daher 



Dabei kommt jedes Flächenelement der Leiteroberflächen zwei- 
mal vor, einmal als Träger der freien Elektrizität, die zu dem 
Potential einen Beitrag liefert, das andere Mal als Träger der 
wahren Elektrizität. Rechnet man jedes Flächenelement nur 

einmal, so föllt der Faktor y fort und es wird 

Hat man ein System wahrer Ladungen zuerst im leeren 
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Räume und füllt dann den Baum mit einem Dielektrikum, so 
wird, bei konstant gehaltenen wahren Ladungen, die elektro- 
statische Energie im Verhältnis lis verkleinert, sie wird im Ver- 
hältnis € : 1 vermehrt bei konstant gehaltenen freien Ladungen. 
In dem gleichen Verhältnis werden die aus der Energie ab- 
geleiteten ponderomotorischen Ejrafte geschwächt bzw. verstärkt. 
Da auf den Leitern das Potential q) konstante Werte 
9i' ' ' ^i' ' ' 9^h annimmt, so kann man den allgemeinen Aus- 
druck (146 a) der elektrostatischen Energie auch folgender- 
maßen schreiben: 

h 

(146c) ü--i-.2'9*^r 

i = l 

Bei der Anordnung des Kondensators, wo zwei entgegen- 
gesetzt gleiche Ladungen ± e vorhanden sind, wird (vgl. § 39) 

(146d) tr = i-e(9,,- ,,,) = ii = ^(?L^'. 

Die Energie ist bei konstant gehaltener wahrer 
Ladung des Kondensators der reziproken Kapazität, 
bei konstant gehaltener Potentialdifferenz der Be- 
legungen der Kapazität selbst proportional. 

Da Femwirkungstheorie und Nahewirkungstheorie für 
elektrostatische Felder zu demselben Werte der Gesamtenergie 
gelangen, so müssen sie auch stets dieselben Werte für die 
ponderomotorischen Kräfte ergeben. Denn diese Kräfte er- 
geben sich aus der Energie auf Grund mechanischer Prinzipien, 
wie wir sehen werden. Durch Beobachtungen über die Kräfte 
des elektrostatischen Feldes kann daher durchaus nicht zwischen 
den beiden Theorien weder zugunsten noch zuungunsten der 
Maxwellschen Theorie entschieden werden. Der Vorzug der 
Maxwellschen Theorie liegt nicht auf dem Gebiete der statischen, 
sondern auf dem der rasch wechselnden Felder; dort, wo das 
elektrische Feld aufhört, wirbelfrei zu sein, wo demnach ein 
skalares Potential nicht mehr existiert, wird der Ansatz, den 
die Femwirkungstheorie für die Energie macht, hinfällig. Der 



172 Zweiter Abschnitt. Das elektrische Feld. § 50 

Ansatz der Nabewirknngstheorie bleibt bestehen und dient zur 
Erklärung der Strahlungsvorgänge. 



§ 50. Der Thomsonsohe Satz. 

Wir wollen in diesem Paragraphen von dem Grandproblem 
der Elektrostatik handeln. Gegeben sind eine Anzahl von 
Leitern und die wahren Ladungen e^ , . , e^^ mithin die über 
die Leiteroberflächen /i . . . /"^ erstreckten Litegrale 

(«) j ^n^fl == ^1, J ^n(ifi -€,,.,, J %Jfj, = e„ 

wo die Normale nach dem Isolator hinweist. Im Felde mögen 
sich beliebige Dielektrika befinden; im Innern derselben soll 
keine wahre Elektrizität angenommen werden; hier soll also 

iP) div ® « 

sein. 

Ebensowenig soll wahre Elektrizität an der Trennungs- 
fläche zweier Dielektrika vorhanden sein; hier soll mithin 

(y) S)„x + »„. - 

gelten. 

Auch soll die Beziehung zwischen elektrischer Ver- 
schiebung ® und elektrischer Feldstärke S 

(d) 35-^6 

gelten, wo £ die Dielektrizitätskonstante des betreffenden 
Isolators ist. Die vier Bedingungen (a) bis {S) wollen wir 
die ^^allgemeinen Bedingungen" nennen. Sie gelten, wie wir 
in späteren Abschnitten sehen werden, iiir ein ganz beliebiges 
elektrisches Feld. Für das elektrostatische Feld kommen noch 
die „besonderen Bedingungen" hinzu: 

Es soll ^ wirbelfrei, also der negative Gradient eines 
überall stetigen Potentiales sein 

(£) Ü^-Vfp. 
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Dieses Potential soll auf den Oberflächen der Leiter kon- 
stant sein. Es soll 

(S) 9=-^! a^ fu 9> ^ (P2 a^f fi, • • • 9 -=- 9h auf /^ 
sein. 

Wir denken uns neben diesem elektrostatischen Felde 
noch ein anderes Feld, dessen Feldstärke & und elektrische 
Verschiebung $' sein mag. Die Vektoren ®', 6' sollen zwar 
den allgemeinen Bedingungen (a) bis (5), aber nicht den 
besonderen Bedingungen («), (g) Genüge leisten. Dann be- 
hauptet der Thomsonsche Satz: das neue Feld W, £'; besitzt 
eine größere elektrische Energie als das elektrostatische 
Feld «, 2). 

Es soll^ das behauptet der Thomsonsche Satz^ sein: 

(147) i-J'(3)'g')e?t; > }-J{^(g)dv. 

Um diese Behauptung zu beweisen, setzen wir 
g' - g == «'', ®' - » = 2)". 

Das neue Feld 6", 2'' hat jetzt folgende Bedingungen zu 
erfüllen: 

(a") f^n"df, = 0, . . .f^„"df, = 

an den LeiteroberflächeU; 

(j8") div 2'' = 

im Innern eines jeden Dielektrikums, und 

(y") S)„/' + S)„," = 

an der Grenze zweier Dielektrika. 
Endlich ist allgemein 

Wir setzen jetzt ü, U\ ü^' für die Energien der drei 
Felder und erhalten 
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oder nach (d), («'') 

Nach iß) ist 

und nach der Formel (73) 

-Jdv{%^'Vtp) ^Jdvtp div ®'' --jdftp^J'', 

diese Formel ist allerdings nur auf die Gebiete anzuwenden, 
wo 9?, £ sich stetig ändern; wir haben daher die Unstetig- 
keitsfl'ächen^ die zwei Isolatoren trennen^ zu der Begrenzung 
des Feldes zu rechnen. Jedes Flächenelement einer solchen 
kommt zweimal vor, sein Beitrag verschwindet nach (y") 
ebenso, wie das Volumintegral auf der rechten Seite der letzten 
Gleichung infolge von (/3") verschwindet. Es bleibt nur das 
über die Leiteroberflächen erstreckte Integral 

-fdfipt>,", 

in welchem wir das Vorzeichen umkehren müssen, um in 
Übereinstimmung mit der in (a, a") angewandten Bezeich- 
nung n nach dem Innern des Isolators rechnen zu dürfen. 



Es wird somit 

h 



fdviiS^")=^^Jdf,<p^„". 



Die Summe ist über die Oberflächen der h Leiter , zu er- 
strecken. Da hier nach (£) (p konstant ist, so folgt aus («"): 

Jdv{m") = ^ 9ijdh^:' = 0. 

Dalier wird echließUch 

U'=.U+Ü", 
wo 

U" - ^fdv(3>"(B") = -i^fdv(&"* 
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stets positiv ist, es sei denn^ daß 

wäre, in welchem Falle 

mithin das mit dem elektrostatischen zu vergleichende Feld 
mit diesem identisch sein würde. Jedes von @, £ verschiedene 
elektrische Feld aber, welches den allgemeinen Grandgleichungen 
(a) bis (d) Genüge leistet, ohne ein elektrostatisches Feld zu 
sein, besitzt eine größere Energie als das elektrostatische. 
Oder anders ausgedrückt: unter allen elektrischen Feldern, 
welche den allgemeinen Bedingungen (a) bis (d) Genüge leisten, 
besitzt das elektrostatische, das außerdem noch (f) und 
(J;) befriedigt, die kleinste Energie. 

Der Thomsonsche Satz leitet also das Feld, welches der 
Gleichgewichtsverteilung der Elektrizität entspricht, aus einem 
Minimalprinzip ab. Dieses Minimalprinzip entspricht ganz der 
Gleichgewichtsbedingung, die für schwere Körper im Schwer- 
kraftfelde im § 11 abgeleitet wurde; diese Körper befinden 
sich im Gleichgewicht und zwar im stabilen Gleichgewicht, 
wenn die potentielle Energie der Schwerkraft in der betreflfenden 
Konfiguration ein Minimum ist. Ebenso sehen wir hier, daß 
das Gleichgewicht der Elektrizität, die sich auf der Oberfläche 
festgehaltener Leiter befindet, durch ein Minimum der elek- 
trischen Energie gekennzeichnet ist. Die elektrische 
Energie spielt demnach hier dieselbe Bolle, wie die 
potentielle Energie in der gewöhnlichen Mechanik. 

Noch in anderer Hinsicht sind die obigen Entwickelungen 
bedeutungsvoll. Sie zeigen, daß es nicht zwei verschiedene 
Lösungen des elektrostatischen Problems geben kann. Die 
Ungleichung (147) besagte nämlich, daß für jedes vom 
elektrostatischen verschiedene Feld 6', ®', welches den Be- 
dingungen (a) bis (d) genügt, die Energie ü^ > ü ist. Ist 
nun @', £' selbst ein elektrostatisches Feld, so muß außerdem 
U> ü^ gelten, was unmöglich ist. Folglich kann es nicht 
zwei verschiedene Lösungen des elektrostatischen Problems 
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geben; durch die Bedingungen (a) bis (J;) ist das 
elektrostatische Feld eindeutig bestimmt. 

Wir haben in früheren Abschnitten Lösungen des elektro- 
statischen Problems für spezielle Fälle gefunden, z. B. für den 
Kugelkondensator, für das gestreckte Rotationsellipsoid, für 
eine dielektrische Kugel im homogenen Felde. Wir stellten 
damals jedesmal eine partikuläre Lösung auf, ohne uns darum 
zu kümmern, ob diese die einzige mögliche ist. Jetzt sehen 
wir nachträglich, daß es in der Tat nur eine einzige Lösung 
geben kann. 

§ 51. Das Gesetz von Coulomb. 

Das Coulombsche Gesetz, welches die experimentelle Grund- 
lage der Femwirkungstheorie bildet, haben wir für zwei Punkt- 
ladungen im, leeren Baume bereits in § 37 als gültig nachge- 
wiesen. Dabei haben wir aber für die ponderomotorische Kraft 
den Ausdruck (124) ohne weiteres als gültig angenommen. 
Jetzt, wo wir über den Ausdruck der elektrischen Feldenergie 
verfügen, wollen wir die ponderomotorischen Kräfte des elektro- 
statischen Feldes aus der Energie ableiten; dabei wird sich 
dann ein anderer Beweis für das Coulombsche Gesetz ergeben. 
Hierzu ist außer den im vorigen Paragraphen zusammengestellten 
Eigenschaften des elektrostatischen Feldes und dem Ansätze (146) 
für die Feldenergie noch eine dritte, zunächst hypothetische 
Annahme nötig, die den Zusammenhang zwischen Energie und 
ponderomotorischen Kräften betriflft. 

Wir sahen (§ 49), daß die Feldenergie U nach dem 
Energieprinzip der Arbeit gleich ist, welche bei der Her- 
stellung des Feldes geleistet wurde. Wir nehmen nun an, 
daß die Arbeit, welche die Kräfte des Feldes bei 
einer Verrückung der Leiter oder Dielektrika leisten, 
gleich der Abnahme der Feldenergie ist; es sollen also 
andere Energieumwandlungen außer der zwischen der elektro- 
statischen Feldenergie und der geleisteten mechanischen Arbeit 
bei dem ganzen Vorgange nicht im Spiele sein. Dabei ist 
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natürlich ein abgeschlossenes System elektrischer Ladungen 
vorausgesetzt und es ist angenommen, daß die Lagenänderung 
der Körper langsam genug erfolgt, um das Feld in jedem 
Momente als elektrostatisches ansehen zu können. Alsdann 
soll die elektrische Feldenergie die Rolle der potentiellen Energie 
spielen, nicht nur insofern, als nach dem Thomsonschen Satze 
die Gleichgewichtsverteilung der Elektrizität durch ein Minimum 
der elektrischen Feldenergie bei festgehaltenen Körpern charak- 
terisiert war, sondern auch bezüglich der durch Lagenänderung 
der Körper aus dem Felde zu gewinnenden Arbeit. 

Nehmen wir nun eine Lagenänderung der im Felde be- 
findlichen Leiter oder Dielektrika vor, so entspricht der ver- 
änderten Lage auch eine veränderte Gleichgewichtsverteilung 
der auf den Leiteroberflächen angesammelten wahren Elek- 
trizität. Wir wollen den Übergang von dem ersten elektro- 
statischen Felde zu dem zweiten, der vemnderten Lage der 
Körper entsprechenden, in zwei Schritte zerlegen. Der erste 
Schritt soll, bei konstant gehaltener Lage der Körper, die 
Verteilung der wahren Elektrizität so abändern, wie es der 
beabsichtigten Lagenänderung der Körper entspricht, der zweite 
Schritt soll die Körper, ohne die Elektrizitätsverteilung zu 
ändern, in die neue Lage überführen. Die gesamte Änderung 
der Feldenergie setzt sich demgemäß aus zwei Änderungen 
dj TJy ^2 ^ zusammen. S^ U stellt die Variation der Energie bei 
festgehaltener Lage und Gesamtladung der Körper vor, die in- 
folge der Abänderung der Elektrizitätsverteilung eintritt, ^2 U 
die Variation der Energie infolge der Lagenänderung der Körper 
bei festgehaltener Elektrizitäts Verteilung; auf die Reihenfolge 
der Variationen kommt es nicht an, da diese unendlich klein 
sind. Nun besagte aber der im vorigen Paragraphen bewie- 
sene Thomsonsche Satz, daß die Gleichgewichtsverteilung der 
Elektrizität bei gegebener Gesamtladung und Lage der Körper 
einem Minimum von TJ entspricht Es ist folglich 

und die Arbeit, welche die Kräfte des elektrostatischen Feldes 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. 8. Aufl. 12 
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bei einer unendlich kleinen Lagenänderung leisten^ ist 
(148) dÄ dU d^U. 

Die virtuelle Arbeit ist also gleich der Abnahme der 
elektrostatischen Feldenergie bei einer virtuellen VerrQckung 
der Körper; dabei soll die wahre Elektrizität als fest an den 
Flächenelementen der Leiteroberfiächen haftend angenommen 
werden. 

Um nun aus diesem allgemeinen Prinzip zu dem Coulomb- 
schen Gesetze zu gelangen, denken wir uns zwei kleine Leiter, 
etwa mit Goldblatt überzogene Holundermarkkügelchen, im 
leeren Räume befindlich, oder in ein homogenes flüssiges Di- 
elektrikum eingebettet. Es seien e^, e^ die wahren Ladungen 
der Kügelchen, ihre Abmessungen seien klein gegen den 
Abstand B ihrer Mittelpimkte. Wir bedienen uns des Aus- 
druckes (146 c) für die elektrostatische Energie, der in diesem 
Falle ergibt 

TT ^ I 1 

Dabei sind 9^, 9^ die Potentiale der freien Ladungen, die 
an den Oberflächen der beiden Kügelchen sitzen, 

Die bei einer Vergrößerung des Abstandes R von den 
elektrischen Kräften geleistete Arbeit ist nun nach (148) 

Bei der virtuellen Verrückung ist die Dichte oj der 
wahren Elektiizität auf den Kugeln konstant zu halten. Da 
nun der Isolator als homogen, d. h. seine Dielektrizitäts- 
konstante als durchweg konstant angenommen werden soll, so 
sind auch die Dichten der freien Elektrizität 

aj/=yG}i, 02=7-02 

bei der Verrückung konstant zu halten. Es sind also die 
Variationen der ersten Glieder in 9?^, q)^ gleich Null zu setzen 



* -r ) 
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und es bleiben nur die Variationen der zweiten, von den 
Wechselwirkungen der beiden Kügelchen herrührenden Glieder 
übrig. 

Hier ist nun für r^ mit genügender Annäherung der 
Abstand R der Kugelmittelpunkte zu setzen. Sind femer 

die freien Ladungen der Kügelchen, so wird 

mithin ist 

die virtuelle Arbeit. 

Die Kraft, mit der die Kügelchen sich abstoßen, 
beträgt daher 

(148a) Ä^ = J|, = £^V, 



wie es das Coulombsche Gesetz verlangt. 

Bei dieser Ableitung aus den Hypothesen der Nahe- 
wirkungstheorie wird die Dielektrizitätskonstante des Mediums 
in ungezwungenerer Weise eingeführt als in der Femwirkungs- 
theorie. Führt man die Kügelchen, die sich zuerst in Luft 
gegenüberstanden, in Petroleum über, ohne daß sie mit einem 
Leiter in Berührung kommen, so bleiben ihre wahren Ladungen 
konstant, die abstoßende Kraft verkleinert sich im Verhältnis 

— . Hingegen wächst die Kraft im Verhältnis «:1, wenn wir 

die Kügelchen auf dasselbe Potential bringen, das sie vorher 

in Luft besaßen, etwa durch Berührung mit den Polen eines 

galvanischen Elementes. 

Als ein weiterer Vorzug dieser Ableitung ist es anzusehen, 

daß die Umstände, imter denen das Coulombsche Gesetz gilt, 

deutlich zutage treten. Das Coulombsche Gesetz gilt z. B. 

nicht mehr ftir die beiden Kügelchen, wenn außer ihnen sich 

im leeren Baume irgendwo ein begrenzter dielektrischer Körper 

befindet. Dann ruft nämlich das von den Kügelchen erregte 

12* 
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Feld aof der Oberfläche des Dielektriknms freie Lsdungeii 
herrfjT, welche auf die Kügelchen zurückwirken. £dls die £ni- 
tmixtn^ nicht zn groß ist. Ebenso hört das Conlombsciie 
Gesetz aii£ genau gfiltig zu sein, wenn das den Raum erfnüeiide 
Dielektrikum nicht homogen ist. d. h. wenn t mit dem Orte 
rariiert; dann ist es bei der obigen Betrachtnng nicht mehr 
gestattet, die freien Ladungen der Eügelchen, als den wahren 
proportional, bei der Verrücknng konstant zn halten. Glfick- 
lieherweise weicht f&r die Gase, deren Dielektrizitätskonstante 
wegen ihrer Kompressibilität rom Dmcke abhängt, übeihanpt 
der Wert Ton e so wenig ron 1 ab, daB die Eräfke, die aus 
der Inhomogenität der als Isolatoren dienenden Gase resultieren, 
außerordentlich klein und meist ganz zu Temachläasigen sind. 

Wir wollen das allgemeine, zur Berechnung der pondero- 
motorischen Kräfte dienende Prinzip rerwenden, um den An- 
satz zu rechtfertigen, welchen wir früher für die Kraft aof 
einen in das Feld gebrachten Probekorper gemacht haben; 
wfirde doch das ganze Sjstem der Nahewirkungstheorie eine 
Lfieke aufweisen, wenn die Wirkung des Feldes, durch die 
zuerst der Vektor C definiert wurde, sich nicht jetzt auf 
Gnmd des Prinzips der Tirtuellen Arbeit als Folgerung der 
Theorie ergäbe. Wir bringen also jetzt ein einziges, mit 
Goldblatt überzogenes Holundermarkkügelchen in das homc^ene 
Dielektrikum in einigem Abstände tou den Leitern und geben 
ihm eine Ladung, die so gering ist, daß sie die Verteilung 
der freien Elektrizität an den Leiteroberflächen nicht merklich 
beeinflußt. Durch Hereinbringen des Probekügelchens hat 
nun nach ri46b) das Feld einen Energiezuwachs erfahren 



TT __ C C^fi^U^ i^t, 



hier bezeichnet co^ die Dichte der wahren Elektrizität an der 
Oberfläche des Kügelchens, o,' die Dichte der freien Elektri- 
zität, die sowohl an der Oberfläche des Kügelchens wie auch 
auf den Leitern sitzen kann. Bei der virtuellen Verrückung 
dl des Kügelchens ist nun die Dichte der wahren Elektrizität 
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konstant zu halten, unserem Prinzip gemäß. Mithin ist die 
Dichte der freien Elektrizität an der Oberfläche des Kugel- 
chens konstant zu halten, weil es sich in einem homogenen 
Dielektrikum befindet. Es fällt daher in dü^^ alles fort, was 
sich auf Wechselwirkimgen der freien und wahren Ladungen 
des Kügelchens selbst bezieht. 

Es war nun angenommen, daß das Hereinbringen des Probe- 
körpers in das Feld die ursprüngliche Verteilung der freien 
Elektrizität nicht merklich ändert. Es darf demnach der Probe- 
körper nicht zu nahe an die Leiteroberflächen heranrücken. 

Ist diese Bedingung erfüllt und sind femer die Ab- 
messungen des Probekörpers hinreichend klein, so kann für 
r^2 ^^^ Abstand des Mittelpunktes des Kügelchens von dem 
betreffenden Flächenelemente df^ gesetzt und das äußere Feld 
als über die Ausdehnung des Kügelchens hin homogen be- 
trachtet werden. Alsdann wird die Arbeit bei der virtuellen 
Verrückung des Kügelchens: 

wo e^ die wahre Ladung des Kügelchens, q) das Potential ist, 
welches in dem betreffenden Punkte des Feldes vor dem 
Hereinbringen des Kügelchens vorhanden war. Die Kraft ft, 
die auf das Kügelchen wirkt, folgt aus 

(«*!) ^dÄ e^d(p = — «i(V9, dl). 

Sie beträgt 

« = — ejVy = «1 • ®, 

was mit (124) vollkommen übereinstimmt. 

Ist das Kügelchen nicht klein genug, so kommt die In- 
homogenität des Feldes in Betracht; sie modifiziert die Kraft, 
wie wir im nächsten Paragraphen zeigen werden. 

§ 52. Eine dielektrisclie oder leitende Engel 
im inhomogenen Felde. 

Im allgemeinen kann man sagen, daß auf jeden im elek- 
trischen Felde befindlichen Körper eine ponderomotorische 
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Kraft wirkt, sei er nim mit walirer Ladung behaftet oder 
nidii Hat man es etwa mit dem Felde %^ geladener Leiter 
im leeren Baome zn ton, in welches ein Isolator, etwa eine 
dieleUaische Kngel gebracht wird, so wird eine solche Engel 
Ton Kraft^i ang^riffen, wenigstens dann, wenn das Fdd nicht 
streng homogen ist Um dieses zu zeigen, berechn^i wir den 
Energiezuwachs U— U^, den das Hereinbringen eines dielek- 
trisdien Korpers in das Feld zur Folge hat, wobei wir, ganz 
wie im § 48, Toraossetzen, daß der dielektrische Korper keinen 
merklichen Einfluß auf die Verteilung wahrer Elektrizität aus- 
übt, welche das Feld C^ erzeugte. In diesem Falle ist die 
Energie Uq des ursprftn^chen Feldes Ton der Lage der Kugel 
unabhängig und es kann die bei einer virtuellen Yerrückung 
des Isolators geleistete Arbeit aus der Abnahme von 

berechnet werden. Dieser letztere Ausdruck gestattet nun eine 
allgemeine, f&r beliebige dielektrische Körper gültige Um- 
formung in ein Integral über den von dem Dielektrikum ein- 
genommenen Raum. Wir schreiben zunächst 

J7-ü,-i-Jdt;{(«,f>-f>„) + («-«o,a'o)}- 

Was nun die elektrische Verschiebung ^ — ®q anbelangt, 
so rührt sie von dem dielektrischen Körper her. Da dieser 
aber weder im Innern, noch an seiner Oberfläche wahre La- 
dungen trägt, und da die wahren Ladungen, welche die Fel- 
der ^ und ^Q erzeugen, die gleichen sind, so ist ^ — ®(> 
im ganzen Räume quellenfrei. Der Vektor @ anderseits ist 
wirbelfrei. 

Nun hatten wir in der allgemeinen Theorie der Vektor- 
felder (§ 30) den Satz bewiesen: „Das über den ganzen Raum 
erstreckte Integral des inneren Produktes aus einem quellen- 
freien und einem wirbelfreien Vektor ist NulL" Demnach ver- 
schwindet das Volumintegral des inneren Produktes 
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und es wird 

Wir bezeichnen nun mit v' den leeren, mit i?" den vom 
Dielektrikum eingenommenen Teil des Raumes. In v' ist 

»o-^So, »-»o»^(«-««), 
daher ist 

^fdv' (%, « - «o) = \Jdv\%, 3) - So). 

Da ferner %q wirbelfrei ist, so ist auch das über den 
ganzen Raum erstreckte Integral des inneren Produktes von 6q 
und ® — ®Q gleich Null, daher gilt 

\Jdv^ («0, 5) - »o) \Jdv" («0, S) - %,). 

Mithin wird für U— Uq das über v'' zu erstreckende 
Integral erhalten 

Ü-Uo^ \Jdv" { (5>o, (&-%)- («0, » - S>o) } • 

Hier ist weiter zu berücksichtigen, daß A^q, ®q sich 
auf das Feld beziehen, welches vor dem Hereinbringen des 
Dielektrikums bestand, d. h. auf ein Feld im Äther; folglich ist 

und 

(s>o,«-eo) = ^(«o,«-«o)- 

Setzen wir ferner nach (142) 

» = fp + ,^«, 

so wird 

(«0, 5) - »o) - («0, *) + ^ («0, « - «o)- 
Das schließliche Resultat ist 

(149) ü-Uo='-~fdv"{(S,1ß). 



y.ltr 



2 
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Die Funktion, deren Abnahme die bei einer Ver- 
rückung des Dielektrikums von den Kräften des 
Feldes geleistete Arbeit angibt, ist gleich einem 
über das Dielektrikum erstreckten Integrale; der Inte- 
grand ist, bis auf den Faktor (— ^) gleich dem 
inneren Produkte aus der Feldstärke @o, die vor dem 
Hereinbringen des Dielektrikums bestand, und der 
Polarisation fß des Dielektrikums. 

Wir wenden das Resultat auf eine dielektrische Kugel an, 
deren im Felde @q angenommene Polarisation durch (145) be- 
stimmt war. Es wird fär diese 

(149a) cr-J7o--±.J^^/d."V = -Y-;-f^-«^ 

Obwohl bei der Berechnung der Polarisation der Kugel im 
§ 48 das Feld als homogen vorausgesetzt war, können wir doch 
jetzt die Kraft bestimmen, welche auf die Kugel wirkt, wenn das 
ursprüngliche Feld 6^ nicht yollkommen homogen war. Denn 
in diesem Falle steUt (149 a) eine erste Annäherung für den 
Enei^ezuwachs dar, welchen das elektrische Feld durch Herein- 
bringen der dielektrischen Kugel erfährt; derselbe ist negativ. 
Daraus ei^bt sich als Näherungswert für die ponderomoto- 
rische Kraft 

(150) ft = _v(tr-ü-o) = ^.;-^vV- 

Die im inhomogenen Felde wirkende Kraft sucht 
die dielektrische Kugel nach Stellen größerer Feld- 
stärke hinzutreiben; denn hier wird die Feldenergie durch 
die Anwesenheit der Kugel stärker verkleinert. Von der Rich- 
tung der Feldstärke ist diese Kraft unabhängig. 

Wir erwähnten am Schlüsse des § 48, daß im GrenzfaUe 
£ = oo die Feldstärke 6 . im Innern der Kugel verschwindet. 
Es bleibt zwar in diesem Falle nach (145b) die elektrische 
Verschiebung im Innern der Kugel endlich, aber die elektrische 
Energie im Innern der Kugel ist Null. Außerhalb der Kugel 
aber stimmt das Feld mit dem einer vollkommen leitenden 
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Kugel von gleichem Yolumen überein^ da das Potential auf der 
Kugeloberfläche konstant ist. Folglich stimmt auch die Ände- 
rung der Feldenergie durch die Anwesenheit einer leitenden 
Kugel überein mit der Änderung der Feldenergie durch eine 
dielektrische Kugel vom gleichen Radius a und der Dielek- 
trizitätskonstante unendlich. Die Feldenergie nimmt beim 

Hereinbringen der leitenden Kugel um — %^ ab ; hieraus er- 
gibt sich 
vl50a) «=.^Veo' 

als angenäherter Ausdruck der Kraft, die auf eine un- 
geladene leitende Kugel im inhomogenen Felde wirkt. 
Wir haben im vorigen Paragraphen die Kraft; die auf ein 
geladenes, mit Goldblatt überzogenes Holundermarkkügelchen 
wirkt, berechnet, ohne auf die Inhomogenität des Feldes Bück- 
sicht zu nehmen. Ziehen wir diese in Rechnung, so wird 

(150b) ft--e%+^V%^ 

die resultierende Kraft sein. Man kann also, indem man 
den Radius a des Probekügelchens hinreichend klein 
wählt, es stets erreichen, daß das geladene Probe- 
kügelchen auch in inhomogenen Feldern die Feld- 
stärke anzeigt, die vor seiner Anwesenheit an der 
betreffenden Stelle des Feldes herrschte. 



Viertes Kapitel. 
Der elektrische Strom. 

§ 53. Die Gesetze von Ohm und Joule. 

Bereits in § 50 wurde angedeutet, welche Eigenschaften 
des elektrischen Feldes die Maxwellsche Theorie als allgemein, 
auch für zeitlich veränderliche Felder, gültig ansieht, und 
welche Eigenschaften insbesondere die elekitrostatischen Felder 



186 Zweiter Abschnitt. Das elektrische Feld. § 53 

keÄnzeichnen. Allgemeingültig sind die Verknüpfungen zwischen 
der Feldstärke (&, der Verschiebung ® und der elektrischen 
Energie U, sowie die zwischen Elektrizitatsmenge und elek- 
trischer Verschiebung; dem elektrostatischen Felde eigentüm- 
lich hingegen ist es, daß (& sich aus einem einwertigen Poten- 
tiale ableitet, welches auf der Oberfläche der Leiter und in 
ihrem Innern konstant ist. 

Wir denken uns jetzt zwei Leiter, welche mit entgegen- 
gesetzt gleichen Ladimgen versehen sind, etwa die Belegungen 
eines Kondensators. Das elektrostatische Feld, welches sich 
hergestellt hat, stören wir dadurch, daß wir die beiden Be- 
legungen durch einen metallischen Draht miteinander ver- 
binden. Da die Enden des leitenden Drahtes dadurch auf 
verschiedene Potentiale qpj, g)^ gebracht werden, so kann im 
Innern desselben der Gradient von y nicht durchweg gleich 
NuU sein; es muß sich im Innern des Leiters ein elektrisches 
Feld ausbilden, so daß die Bedingung des elektrostatischen 
Gleichgewichtes nicht mehr erfüllt ist. 

Was geschieht jetzt? Man beobachtet, daß nach kurzer 
Zeit die Ladungen ± e der Eondensatorbelegungen sich ge- 
ändert haben oder ganz verschwunden sind; man sagt dann: 
Ein elektrischer Strom hat den Leitungsdraht durchflössen, 
und nimmt die zeitliche Änderung der wahren elektrischen 
Ladung als Maß der Stromstärke: 

(151) J=^^. 

Man findet, daß gleichzeitig im Drahte eine Wärmeentwickelung 
stattgefunden hat imd daß einer benachbarten Magnetnadel 
ein Drehimpuls erteilt worden ist. 

Auf die soeben erwähnte Verknüpfung des elektrischen 
Stromes mit dem magnetischen Felde werden wir erst im 
nächsten Abschnitte genauer eingehen. Zunächst handelt es 
sich darum, die Beziehungen festzustellen, welche zwischen dem 
elektrischen Felde und dem elektrischen Leitungsstrome sowie 
der Wärmeentwickelung bestehen; diese Beziehungen werden 
durch die Gesetze von Ohm und Joule formuliert. 
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Beide Gesetze sind allerdings nicht für den rasch ver- 
klingenden Strom der Kondensatorentladung zuerst gefunden 
worden, sondern für den galvanischen Strom. Einen solchen 
erhält man, indem man die Enden des Drahtes an die Pole 
eines galvanischen Elementes anschließt; die heiden Merkmale 
des elektrischen Leitungsstromes: Wärmeentwickelung und mag- 
netisches Feld, sind auch beim galvanischen Strome vorhanden. 
Eine zeitliche Änderung wahrer elektrischer Ladung allerdings 
wird durch stationären, in einer geschlossenen Bahn fließen- 
den galvanischen Strom nicht bedingt. Dennoch berechtigen 
jene beiden Merkmale dazu, den galvanischen Strom als wesens- 
gleich mit dem Entladimgsstrome eines Kondensators anzusehen. 

Wie allen zeitlich konstanten elektrischen Feldern, so 
kommt auch demjenigen des stationären Stromes die Eigen- 
schaft zu, wirbelfrei zu sein und sich daher aus einem skalaren 
Potentiale (p abzuleiten. Wir denken uns einen Leitungsdraht 
aus homogenem Materiale; den Enden Pj, P^ mögen die 
Potentiale (p^ und 92 zukommen; dann besagt das Ohmsche 
Gesetz, wie es in den elementaren Lehrbüchern der Physik 
formuliert wird: Die PotentialdifiFerenz zwischen den Enden 
der Leitung ist gleich dem Produkte aus Stromstärke und 
Widerstand 

(152) q)^ — q)^^JR. 

Dabei stellt (p^ — (p^ das Linienintegral der elektrischen 
Feldstärke 6 von P^ bis Pj vor, J ist die Stärke des Stromes, 
der durch die Querschnitte der Leitung von P^ nach Pg fließt, 
und R der Gesamtwiderstand des homogenen Leitungsdrahtes, 
welcher die beiden Punkte verbindet. 

Das Ohmsche Gesetz ist eine reine Erfahrungstatsache; 
als solche läßt es sich wortgetreu nur durch das Integral- 
gesetz (152) wiedergeben. Für die weitere theoretische Dar- 
stellung eignen sich aber weit besser als die Integralgesetze 
die DiflPerentialgesetze, die man erhält, wenn man jene auf un- 
endlich kleine Gebietsteile überträgt. Diese geben das Natur- 
gesetz in strengerer Fassung wieder, da bei unendlich kleinen 
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Gebietsteilen eine Reihe möglicher Komplikationen vermieden 
wird^ deren ausdrückliche Ausschließung bei Leitern von end- 
lichen Abmessungen nicht in allen Fällen zulässig ist. 

Wir führen an Stelle der Stromstärke J die Stromdichte 
des elektrischen Leitungsstromes ein, die wir mit t bezeichnjen. 
Verteilt sich die Strömung gleichförmig über den Draht^ so 
ist der Betrag des der Leitlinie s parallelen Vektors t einfach 
der Quotient aus Stromstärke und Querschnitt 



Für ein zylindrisches Stück eines homogenen Leiters von 
der Länge l^ in vrelchem sich ein homogenes, der Leitlinie 
paralleles elektrisches Feld hergestellt hat^ ist ferner 

9Pi "" ^2 ^ ®* ^• 
Setzt man weiter 

wo dann 6 eine Materialkonstante, die spezifische elektrische 
Leitfähigkeit; darstellt, so ergibt das Ohmsche Gesetz (152): 

Für isotrope Körper ist die Leitfähigkeit von der Rich- 
tung unabhängig. Hier gilt als differentielle Form des 
Ohmschen Gesetzes: 

(152a) t = <y«. 

Das Ohmsche Gesetz besagt also, daß für einen isotropen 
Leiter die Stromdichte der elektrischen Feldstärke parallel ist 
und daß der Quotient der Beträge der beiden Vektoren eine 
Materialkonstante; also unabhängig von t und @ ist. Mit der 
chemischen und physikalischen Beschaffenheit des Leiters, ins- 
besondere mit der Temperatur, wird sich natürlich auch die 
Leitfähigkeit 6 ändern. Bei anisotropen, kristallinischen Leitern 
stimmen die Richtungen von i und @ im allgemeinen nicht 
überein; man stellt hier i durch eine lineare Vektorftmktion 
von 6 dar, wie hier nebenbei bemerkt werden mag, obschon 
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ein näheres Eingehen auf solche Fälle aus dem Bahmen dieser 
Schrift heraustritt. 

Ebenso wie das Ohmsche wird auch das Joulesche 
Gesetz durch die Erfahrung unmittelbar in Form eines Inte- 
gralgesetzes gegeben: Die Wärmeentwickelung, die pro Zeit- 
einheit in der ganzen Leitung stattfindet, ist 

(153) Q = J{q>, - <p,) = RJ^', 

sie ist natürlich in mechanischem Maße zu messen, da wir 
9^1 ~~ 92 ^^^ ^ ^^ absoluten elektrostatischen Einheiten aus- 
drücken. Das zugehörige Differentialgesetz bezieht sich auf 
die pro Zeiteinheit und pro Volumeinheit entwickelte 
Wärme; diese beträgt 

(154) i« = (y«8_li2^ 

Die Gesetze von Ohm und Joule, die von der Erfahrung 
zunächst nur für stationäre Ströme bestätigt sind, werden 
als auf die Volumelemente bezogene Differentialgesetze von 
der Maxwellschen Theorie auch auf beliebig rasch wechselnde 
Felder angewandt; für die gesamte im Felde entwickelte Joule- 
sche Wärme wird stets gesetzt 

(154a) Q ^fdv{m) ^Jdvöd^ ^Jdv ^ . 

Von den Differentialgesetzen (152 a) imd (154) gelangt 
man leicht zu den Integralgesetzen zurück, auch wenn es sich 
um einen linearen Leiter von veränderlichem Querschnitt q 
handelt. Man nennt einen Leiter „linear^', wenn die Quer- 
abmessungen so klein gegen die Längsabmessungeu sind, daß 
der Strom sich gleichförmig über den Querschnitt verteilt und 
daß in jedem Querschnitt der Leitung ein konstanter. Potential- 
wert (p besteht. Dann ist 

ds " ff ** (jg ' 

da nun durch alle Querschnitte der gleiche Strom fließt, so 
ergibt die Integration längs der Leitlinie, von P^ bis P,: 
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8 

(155) 9i ~ 92 == j" r ^ = ^^• 

1 

Wir finden also das Ohmsche Integralgesetz (152) wieder und, 
darüber hinaus, einen bestimmten Ausdruck für den Wider- 
stand des linearen Leiters. 

Was die Joulesche Wärme anbelangt, so ergibt sie sich 
nach (154 a) durch Integration 

2 8 

(155a) Q ^fdsq ^ = J>r^' = J^B, 

1 1 

was mit (153) vollkommen übereinstimmt. 



§ 54. Leitangsstrom und Verschiebungsstroni. 

Für den stationären elektrischen Strom, der in einem 
ringförmigen Leiterkreise von irgendwelchen elektromotorischen 
Kräften erregt wird, gilt als allgemeines Grundprinzip der Satz, 
daß durch alle Querschnitte jjeg Kreises der gleiche Gesamt- 
strom fließt. Sollte überhaupt irgendwo Elektrizität entstehen, 
so entsteht doch immer positive und negative Elektrizität in 
gleichen Mengen, so daß die Ergiebigkeit der Quellen in Summa 
Null ist. Einem von Null verschiedenen Werte der Divergenz 
von i würde demnach eine zunehmende oder abnehmende 
Dichte der Elektrizität entsprechen. Diese würde eine Ände- 
rung der elektrischen Verschiebung S und damit des Feldes 6 
bedingen; eine solche Änderung aber wäre mit der stationären 
Stromverteilung nicht vereinbar. 

Das Feld des stationären elektrischen Leitungs- 
stromes ist demnach durchweg quellenfrei. Es ist 

(156) div i = 

innerhalb des Leiters, 

(156a) i,. + i.. = 
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an der Grenze zweier Leiter, 

(156b) ■ i„ = 

an der Grenze gegen den Isolator. 

Betrachten wir hingegen den nicht stationären Strom, der 
einen Kondensator ladet oder entladet, so beginnt oder endigt 
der Leitungsstrom auf einer der Kondensatorplatten; wo er 
beginnt, nimmt die wahre Ladung entsprechend ab, wo er 
endigt, nimmt die wahre Ladung entsprechend zu. Eine Senke 
des Leitungsstromes würde hiemach eine zeitlich ansteigende 
Dichte, eine Quelle des Leitungsstromes eine abnehmende 
Dichte der wahren Elektrizität ergeben. Nun beginnen aber 
überall dort, wo wahre Ladung sich befindet, elektrische Ver- 
schiebungslinien. Das Integral der elektrischen Verschiebung, 
erstreckt über eine Fläche, welche eine der Kondensatorplatten 
einschließt, ist gleich der wahren Ladung der Platte, wie die 
Grundgleichung (135) besagt. Ist nun J die Stromstärke des 
auf der Platte endigenden Stromes, so ist nach (151) 



f-T.-Tj^.^f-J^f 



dt 



Die Stromstärke des Leitungsstromes, der zur Platte fließt, 
ist demnach gleich der zeitlichen Zunahme der Zahl der von 
der Platte ausgehenden Verschiebungslinien. Der Leitungs- 
strom im Drahte findet seine Fortsetzung in dem „Verschie- 
bungsstrome" im Dielektrikum. Diese Auffassung des Ladungs- 
vorganges, die sich auf die allgemeingültige Beziehung 
zwischen wahrer Elektrizität und elektrischer Verschiebung 
stützt, ist für die Maxwellsche Theorie von fundamentaler Be- 
deutung. Sie gipfelt in dem allgemeinen Prinzip: Leitungs- 
strom und Verschiebungsstrom zusammen stellen in 
einem ruhenden Körpersystem eine quellenfreie 
Strömung dar. 

Dem Vektor i = <yfl^, der Richtung und Dichte des Leitungs- 
stromes bestimmt, würde jetzt der Vektor 

dt 4ä dt 
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§ 55. Der Eonvektionsstrom. 

Wir haben im vorigen Paragraphen nur von ruhenden 
Körpern gesprochen. Läßt man Bewegungen der Körper zu, 
so kann die Elektrizität auch ohne Leitungsstrom bewegt 
werden. Den Transport der Elektrizität durch bewegte, ge- 
ladene Körper bezeichnet man als „Konvektionsstrom'^ 

Ein elektrisch geladener, isolierter Körper bewege sich 
etwa im Lufträume oder in einem mit Petroleum gefüllten 
öeföße. Irgendwo in dem Medium sei eine geschlossene Fläche 
konstruiert. Solange der Körper sich außerhalb der Fläche 
befindet, ist die gesamte elektrische Verschiebimg, die er durch 
die Fläche sendet, gleich Null; sobald er in die Fläche ein- 
getreten ist, wird die elektrische Verschiebung durch die 
Fläche hindurch gleich der wahren Elektrizitätsmenge, welche 
der Körper in das Innere der Fläche eingeführt hat. Es hat 
also gleichzeitig mit dem Eintritt des Körpers die elektrische 
Verschiebung sich geändert, es ist ein Verschiebungsstrom 
durch die Fläche hindurchgetreten. Hier bilden Konvektions- 
strom und Verschiebungsstrom zusammen den geschlossenen 
Strom. 

Im allgemeinen Falle werden Leitungsstrom, Konvektions- 
strom und Verschiebungsstrom zusammen einen geschlossenen 
Strom ergeben. Die Dichte des Konvektionsstromes ist oflFenbar 

(159) ! = p II, 

wenn H die Geschwindigkeit des materiellen Volumelementes 
ist, an dem die Ladimg mit der Dichte q haftet. Wenn kon- 
vektive Bewegungen wahrer Elektrizität stattfinden, so ist als 
queUenfrei der Vektor: 

(159a) c = i + ^ + ()li==i + ^ + lidiva) 

anzusehen, welcher für ruhende Körper in den Vektor (157) 
übergeht. 

Nicht immer ist es möglich, Leitungsstrom und Konvek- 
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tionsstrom scharf yoneinander zu sondern. Betrachten wir 
z. B. einen Elektrolyten, d. h. einen Körper, der beim Durchgang 
des Stromes eine chemische Zersetzung erfährt. Für einen 
solchen Körper gelten die beiden von Faraday entdeckten 
Gesetze: Die zersetzte Menge des Elektrolyten ist der hindurch- 
gegangenen Elektrizitätsmenge proportional In verschiedenen 
Elektrolyten zersetzt ein gegebener Strom in gleichen Zeiten 
chemisch äquivalente Mengen. Diese beiden Gesetze, die 
übrigens im Voltameter zur Strommessung verwandt werden, 
deutet bekanntlich die Elektrochemie folgendermaßen. Es 
sollen Verbindungen positiver und negativer Elektrizitätsmengen 
mit Quantitäten der wägbaren Materie, sogenannte „lonen^^ 
sein, welche den Strom in Elektrolyten transportieren. Hier 
kann man im Zweifel sein, ob man es im Sinne der Maxwell- 
sehen Theorie mit einem Leitungsstrome oder mit einem 
Konvektionsstrome zu tun hat. Die für den Leitungsstrom 
charakteristischen Gesetze von Ohm und Joule gelten auch in 
Elektrolyten, anderseits soll die Elektrizität bei ihrer Bewegung 
an wägbare Massen gebunden sein, wie bei einem Konvektions- 
strome. Die Maxwellsche Theorie in ihrer ursprünglichen 
Form geht einer Entscheidung dieser Frage aus dem Wege; 
sie begnügt sich mit der Feststellung, daß die Verknüpfung 
des Stromes mit der Feldstärke und mit der Wärmeentwicke- 
lung hier die gleiche ist wie bei den Metallen und daß es für 
die Bestimmung des wahren Stromes (159 a) nicht darauf an- 
kommt, ob der Transport der Elektrizität in Form des Leitungs- 
stromes oder des Konvektionsstromes erfolgt. 

Auch verzichtet die Maxwellsche Theorie in ihrer ur- 
sprünglichen, rein phänomenologischen Gestalt darauf, über 
die molekularen Vorgänge, welche im elektrischen Strome 
stattfinden, etwas auszusagen, und doch legen gerade die 
Faradayschen Gesetze die Hypothese nahe, daß der Elektrizität 
wie der Materie eine atomistische Struktur zuzuschreiben ist 
und daß die Ionen Verbindungen chemischer und elektrischer 
Atome sind, die, der chemischen Valenz entsprechend, sich 
vereinigt haben. Dieser für die Elektrochemie so fruchtbaren 

18* 
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Vorstellung gegenüber nahm die Maxwellsche Theorie zunächst 
«ine neutrale Stellung ein. 

Erst der modernen Elektronentheorie gelang es, die 
Ätomistische Hypothese fiir die Weiterbildung der Maxwell- 
schen Theorie zu verwerten. Sie konnte sich dabei ins- 
besondere auf gewisse, den Elektrizitätsdurchgang durch ver- 
dünnte Gase begleitende Erscheinungen, die sogenannten „Ka- 
thodenstrahlen" berufen. Diese von der Kathode aus- 
gehenden Strahlen führen negative Elektrizität mit sich; sie 
besitzen femer eine gewisse Trägheit, aber eine viel geringere 
Trägheit als die elektrochemischen Ionen. Die träge Masse 
der in den Kathodenstrahlen bewegten elektrischen Partikel 
beträgt nur ein 2000*®^ deqenigen Masse, welche man bei der 
gleichen Ladung dem WasserstoflFion zuschreibt. Das Verhält- 
nis von Ladung und träger Masse, welches den Kathoden- 
strahlen zukommt, ergab sich als unabhängig von der chemischen 
Natur der Kathode und der Gasfüllung. Es lag die An- 
nahme nahe, daß man es hier mit den freien Atomen der 
negativen Elektrizität, den freien .. Elektronen " zu tun habe. 
Diese Hypothese konnte auch von Erscheinungen Rechen- 
schaft geben, welche die von radioaktiven Körpern ausgehenden 
negativen Elektrizitätsteilchen aufweisen. Es ergaben nämlich 
die messenden Versuche W. Kaufmanns, daß die träge Masse 
bei diesen enorm rasch, fast mit Lichtgeschwindigkeit bewegten 
Teilchen mit wachsender Geschwindigkeit ansteigt; dieses An- 
steigen ließ sich quantitativ dadurch erklären, daß man die 
träge Masse nur als Konsequenz der elektrischen Ladung der 
Elektronen auffaßte. Wir werden hierauf ausführlicher erst 
im zweiten Bande dieses Werkes eingehen. Zunächst in- 
teressiert uns das Resultat, daß es Elektrizitätsbewegungen 
gibt, die man als Konvektionsstrom aufzufassen hat, obwohl 
sie nicht mit Bewegungen der wägbaren Materie gekoppelt 
sind. Die Bewegung der Elektronen findet in dem sonst 
leeren Räume statt, sie hängt mir ab von dem hier herrschen- 
den elektromagnetischen Felde; die Gesetze von Ohm und 
Joule versagen hier vollkommen. 
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Die Elektronentheorie geht noch einen Schritt weiter; 
sie behauptet, daß jeder Leitungsstrom im Grunde ein Eon- 
vektionsstrom bewegter Elektronen ist. In Elektrolyten sollen 
die Elektronen an die ponderablen Atome gebunden sein^ in 
Metallen hingegen, wo chemische Vorgänge den Strom nicht 
begleiten, sollen sich die Elektronen frei bewegen können. 
Fließt kein Leitungsstrom durch die Metalle, so sollen die 
Elektronen in regelloser Bewegung begriffen sein, ähnlich wie 
die Moleküle eines Gases; der Einfluß äußerer elektrischer 
Kräfte aber soll bewirken, daß im Mittel mehr Elektronen 
nach der einen Seite als nach der anderen wandern. So er- 
klärt man das Entstehen eines elektrischen Stromes und ins- 
besondere die Gültigkeit der Gesetze von Ohm und Joule. 

Sogar einen Teil des Verschiebungsstromes will die Elek- 
tronentheorie auf den Konvektionsstrom bewegter Elektronen 
zurückführen. Nach (142) ist die Dichte des Verschiebungs- 
stromes 

dt dt "^ 4.JC dt ' 

Der erste Bestandteil, der gleich der zeitlichen Änderung 
der Polarisation ist und den man passend als „Polarisations- 
strom" bezeichnen kann, ist nach § 47 durch die Anwesenheit 
des Dielektrikums bedingt, während der zweite Bestandteil 

— -^ auch im leeren Räume in Rechnung zu ziehen ist, 

sobald das elektrische Feld sich zeitlich ändert. Jenen ersten 
Bestandteil des Verschiebungsstromes nun faßt die Elektronen- 
theorie als Bewegung der im Dielektrikum enthaltenen, durch 
quasielastische Kräfte an Gleichgewichtslagen gebundenen Elek- 
tronen auf. Sie kennt demnach nur zwei Arten des Stromes: 
Verschiebungsstrom im Äther und Konvektionsstrom der Elek- 
tronen. Der Einfluß der ponderablen Materie auf das elektro- 
magnetische Feld soll ausschließlich auf die in der Materie 
enthaltenen Elektronen zurückzuführen sein. 

So fruchtbar nun auch die soeben skizzierte, insbesondere 
von H. A. Lorentz vertretene Auffassung für die Elektrizitäts- 
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theorie geworden ist; so erschien es doch zweckmäßig, in 
diesem ersten Bande auf dem klassischen Standpunkte von 
Maxwell und Hertz stehen zu bleiben und erst im zweiten 
Bande zur Elektronentheorie fortzuschreiten. Das Verhältnis 
der beiden Theorien ist in mancher Hinsicht mit dem Ver- 
hältnis der Thermodynamik und Mechanik einerseits, der 
Kinetik andererseits zu vergleichen. Wie nur derjenige, der 
Thermodynamik getrieben hat, die Erfolge der kinetischen 
Theorie gebührend einzuschätzen weiß, so kann die Elektronen- 
theorie nur gewürdigt werden, wenn man sieht, daß sie zur 
Erkenntnis neuer, in der Maxwellschen Theorie nicht enthal- 
tener Wahrheiten führt. Und wie die Gastheorie die hypo- 
thetischen Moleküle nach den Gesetzen der Mechanik wirklicher 
Körper behandeln muß, so bestimmt die Dynamik der Elek- 
tronen die Felder dieser hypothetischen Teilchen auf Grund 
derjenigen Gesetze, welche Maxwell für die wirklichen elek- 
trischen Felder aufgestellt hat. Auch hat die Elektronentheorie 
den Nachweis zu erbringen, daß sie durch Mittelwertsbildung 
zu den durch die Erfahrung bestätigten Maxwellschen Diffe- 
rentialgleichungen des elektromagnetischen Feldes zurückgelangt, 
wie die Gastheorie ihre Hypothesen dadurch rechtfertigt, daß 
sie die Übereinstimmung ihrer Konsequenzen mit den all- 
gemeinen Gesetzen der Thermodynamik nachzuweisen sucht. 
Wir legen aus diesen Gründen im ersten Bande dieses Werkes 
die Maxwellsche Theorie in ihrer ursprünglichen Form der 
Darstellung zugrunde; nur bei der Erörterung solcher Fragen, 
bei denen diese Theorie in ihrer ursprünglichen Form versagt, 
weisen wir kurz auf die Stellung hin, welche die Elektronen- 
theorie zu der betreffenden Frage einnimmt. 

§ 56. Die elektromotorischen oder eingeprägten 

elektrischen Kräfte. 

Wir kehren zurück zu dem stationären Strome, der in 
einer geschlossenen Leitung fließt. Das Ohmsche Gesetz, welches 
wir in § 53 für homogene Körper aufgestellt haben, ergibt 
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für geschlossene lineare Leiter aus homogenem Materiale, daß J 
gleich Null ist; das folgt aus (152) oder (155), falls man Anfangs- 
punkt und Endpunkt der Leitung zusammenfallen läßt, wenn 
anders das elektrische Feld sich aus einem einwertigen Po- 
tentiale ableitet. Li der Tat lehrt die Erfahrung, daß in einem 
geschlossenen, physikalisch und chemisch homogenen Leitungs- 
kreise kein Strom fließt, es sei denn, daß äußere Einwirkungen 
stattfinden. Fließt in einem derartigen Kreise ein stationärer 
Strom, so wird man das Produkt aus Stromstärke J und öe- 
samtwiderstand ü der Leitung als Maß der äußeren Einwir- 
kungen betrachten. Man schreibt gewöhnlich 

(160) E' = JB 

imd nennt J5* die elektromotorische Kraft. Besser würde man 
in dieser verallgemeinerten Fassung des Ohmschen Integral- 
gesetzes E^ die „elektromotorische Integralkraft" nennen. 
Der Begriff der elektromotorischen Kraft entspricht ganz 
dem Begriffe der „äußeren" oder der „eingeprägten" Kraft in 
der Mechanik der wägbaren Materie. Man versteht darunter 
eine Kraft, die nicht durch die Bedingungen, denen das be- 
trachtete System an sich unterworfen ist, mit bestimmt wird, 
sondern die in willkürlicher Weise mit Hilfe von Mitteln, die 
in keinem notwendigen Zusammenhange mit dem Systeme 
stehen, daran angebracht ist. So stehen in einem aus elasti- 
schen Körpern aufgebauten Systeme die darin auftretenden 
Spannungen oder inneren Kräfte in einem gesetzmäßigen Zu- 
sammenhange unter sich und mit den Deformationen und 
Beschleunigungen; äußere Kräfte aber können in ganz will- 
kürlicher Weise daran angebracht werden. Allerdings wirken 
diese auf die Verteilung der inneren Spannungen bestimmend 
ein, aber nur in dem Sinne, daß die Bedingungen, denen das 
System unterworfen ist, eine Änderung erfahren haben. Die 
äußeren Kräfte stehen daher den Vorgängen im Systeme in 
dem Verhältnisse von Ursache und Wirkung gegenüber, ganz 
ebenso wie die elektromotorische oder eingeprägte elektrische 
Kraft dem elektrischen Felde und dem Strome eines Leitungs- 
kreises. 
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Die Einführung äußerer oder eingeprägter E^räfte geschieht 
in der Mechanik zuweilen nur aus dem Grunde^ weil man sich 
auf die Betrachtung eines Teilsystemes beschränkt. Sind in 
dem obigen Beispiele die äußeren Kräfte durch Lasten gegeben^ 
die wir in beliebiger Verteilung anbringen können, so ist ihre 
Einwirkung durch die Gesetze der Mechanik bestimmt; sie 
werden zu inneren Kräften , wenn man das Gravitationsfeld 
der Erde in das System einbezieht. Dem entspricht auf elek- 
trischem Gebiete diejenige elektromotorische Kraft, welche man 
als ,,induzierte^^ bezeichnet. Diese verdankt, wie wir im dritten 
Abschnitte dieser Schrift darlegen werden, Schwankungen des 
magnetischen Feldes in der Umgebung eines ruhenden Leitungs- 
kreises oder der Bewegung eines Leiters durch ein magne- 
tisches Feld ihren Ursprung. Diese Kräfte stellen sich nur 
dann als äußere dar, wenn man davon absieht, das magnetische 
Feld in das System einzubeziehen. Sie werden zu inneren 
Kräften, deren Wirkungsweise durch die Gesetze der Elektro- 
dynamik bestimmt ist, sobald man das magnetische Feld mit 
zu dem betrachteten Systeme rechnet. Es ist also Ursprung 
und Gesetz der induzierten elektromotorischen E^räfte bekannt. 
Sie werden den eingeprägten Kräften nur dann zugezählt, wenn 
man den elektrischen Strom bestimmen will, ohne vom magne- 
tischen Felde zu reden. 

In anderen Fällen hingegen geschieht die Einführung 
äußerer Kräfte in der Mechanik aus dem Grunde, weil man 
es mit Einwirkungen auf das System zu tun hat, die vom 
Standpunkte der Mechanik aus nicht in zureichender Weise 
zu erklären sind. Hierher gehören etwa Bewegungen von 
Magneten, oder von elektrisch geladenen Körpern, oder auch 
Bewegungen explodierender Körper. Wenn die Mechanik be- 
hauptet, alle in der Natur vorkommenden Bewegungen der 
Körper beschreiben zu können, so behält sie sich stillschweigend 
vor, solche Bewegungen, die sich rein mechanisch nicht deuten 
lassen, mit Hilfe eingeprägter Kräfte darzustellen. Diese sind 
in den genannten Fällen unentbehrlich, bis man das Gesetz 
der magnetischen und elektrischen Wechselwirkungen bzw. der 
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chemischen Vorgänge bei der Explosion mechanisch gedeutet 
hat. Solange dies nicht geschehen ist, ist es nicht möglich, 
die Vorgänge vollständig auf Grund der Gesetze der Mechanik 
zu verfolgen, weil es eben nicht rein mechanische Vorgänge 
sind. Die Mechanik behandelt nur eine Seite der Natur- 
vorgänge, und sie versagt, wenn Vorgänge nichtmechanischer 
Art mitspielen. Sie verdeckt ihre Unkenntnis, indem sie die 
Einwirkungen anderer physikalischer oder chemischer Prozesse 
durch eingeprägte Kräfte darstellt. 

Die entsprechende Bedeutung hat bisweilen die Einführung 
eingeprägter Kräfte in der Elektrizitätslehre. Die Kontakt- 
kraft, welche bei der Berührung chemisch verschiedener Körper 
entsteht, die elektromotorische Kraft in ungleichmäßig konzen- 
trierten elektrolytischen Lösungen, die thermoelektrische Kraft 
muß man als eingeprägte Kräfte behandeln, weil sie vom 
Standpunkte der reinen Elektrizitätslehre aus nicht erklärt 
sind. Hier spielen chemische und thermische Vorgänge mit, 
deren Gesetz nur in einzelnen Fällen bekannt ist. Wenn man 
sich auf die Beschreibung der elektromagnetischen Erschei- 
nungen beschränkt, muß man hier, wo Vorgänge anderer Art 
mitspielen, zur Einführung eingeprägter elektromotorischer 
Kräfte seine Zuflucht nehmen. 

Bei der Erregung und Erhaltung elektrischer Felder spie- 
len stets Kräfte nichtelektrischer Art mit. Die positive und 
negative Elektrizität würden in der Tat ihrem Vereinigungs- 
bestreben folgen und ein jedes elektrische Feld würde bald 
erlöschen, wenn nicht solche Kräfte mitwirkten. So kommt 
es, daß gerade die bei der Erregung der Felder stattfindenden 
Erscheinungen der Reibungselektrizität, des Galvanismus, des 
permanenten Magnetismus, in ihrer Wirkungsweise gar nicht 
oder doch nur unvollkommen verstanden sind. Die historische 
Entwicklung des Elektromagnetismus beginnt mit meist ver- 
geblichen Versuchen, die genannten Erscheinungen aufzuklären. 
Faraday und Maxwell haben dann die Gesetze der räumlichen Ver- 
teilung und des zeitlichen Verlaufes elektromagnetischer Felder 
erforscht und der Elektrizitätslehre eine Grundlage gegeben, 
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welche an Sicherheit derjenigen der Mechanik gleichkommt. 
Die Elektrizitätslehre kann jetzt behaupten^ die elektromag- 
netischen Vorgänge zu beschreiben, mit demselben Rechte, 
wie die Mechanik behauptet, die Bewegungen der wägbaren 
Körper zu beschreiben. Die Einwirkung solcher physikalischer 
oder chemischer Prozesse indessen, welche ihrem Lehrgebäude 
fremd sind, muß sie, ebenso wie die Mechanik, mit Hilfe ein- 
geprägter Kräfte darstellen. Zu diesen Prozessen gehören 
naturgemäß gerade diejenigen, die am längsten bekannt sind 
und die bei der Erregimg der Felder stets in Erscheinung 
treten. 

Von dem durch die Erfahrung für ein Stück eines homo- 
genen Leiters gegebenen Ohmschen Integralgesetze (152) gingen 
wir zu dem auf die Volumelemente bezüglichen Differential- 
gesetze (152a) über; auf chemisch oder thermisch inhomogene 
Leiter dehnen wir das letztere aus, indem wir setzen 

(161) i = (y(e'-f «*) = (?«. 

Dabei stellt ^ die an dem betreffenden Punkte des Leiters 
infolge seiner chemischen oder thermischen Inhomogenität 
wirksame eingeprägte oder elektromotorische Kraft dar, 6' die 
früher allein berücksichtigte, durch die Verteilung der freien 
Ladungen bestimmte „elektrostatische Kraft^', welche sich im 
Felde des stationären Stromes als negativer Gradient eines 
skalaren, einwertigen Potentiales q) darstellt: 

(161a) «•- — V9. 

Nehmen wir jetzt, unter Berücksichtigung der eingepräg- 
ten Kraft, die am Schlüsse des § 53 durchgefühi*te Betrach- 
tung wieder auf^ so erhalten wir für den linearen Leiter 

a^ 1 . ^^ 

ds 6 ' * ' 

und durch Integration längs der Leitlinie, von P^ bis P^ 

2 

(161b) ^^-^^^jJ^A^E', 

1 
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wo 

'ds 



(161c) ^^r«/ 



das längs der Leitlinie von P^ bis P^ genommene Linien- 
integral der eingeprägten Kraft, oder die, für diese Kurve be- 
rechnete, eingeprägte Integralkraft ist. Für einen geschlossenen 
Leiter ist E^ die elektromotorische Integralkraft des ganzen 
Kreises; da hier die Punkte P^ und Pg zufammenfallen, so 
verschwindet die linke Seite von (161b), und diese Gleichung 
geht in (160) über. 

§ 57. Die elektriache Eontaktkraft. 

Nimmt man den Übergang in der G renzschich t zweier 
chemisch verschiedener Leiter als stetig an, so wird die ein- 
geprägte Kraft 6", mithin (nach 161) auch die elektrostatische 
Kraft 6* endlich sein, es wird daher das elektrostatische Poten- 
tial ff der freien Ladungen, dessen Gradient — 6* ist, sich 
stetig verhalten. Geht man indessen zum Grenzfalle einer 
mathematischen Trennungsfläche über, so wird das von dem 
ersten Leiter zum zweiten erstreckte Integral von ^, welches 
durch den Grenzwert des Ausdruckes (161c) gegeben wird, 
einen von Null verschiedenen Wert E^^ annehmen können; in 
diesem Falle besteht eine „Kontaktkraft" E^^ ^^ ^®^ Trennungs- 
fläche. Da der Ohmsche Widerstand des Stückes P1P2 bei 
diesem Grenzübergang verschwindet, die Stromstärke J aber 
stets endlich ist, so folgt aus (161b) für diesen Fall 

(161 d) <jP2 — ^1 = ^: 



13 7 



dies ist der elektrostatische Potentialsprung an der Trennimgs- 
fläche der beiden Leiter. 

Ein solcher Potentialsprung kann den allgemeinen Ge- 
setzen der Vektorfelder (§ 25) zufolge einer Doppelschicht zu- 
geschrieben werden, und zwar hier einer Doppelschicht 
freier Elektrizität, deren Sitz die Trennungsfläche der 
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beiden Körper ist. Diese Konsequenz des Auftretens einer 
Potentialdifferenz ist bereits von Helmholtz gezogen worden. 
Im Innern der homogenen Leiter ist (S^ = und die Leit- 
fähigkeit endlich. Mit Rücksicht auf (156) und (161) ist da- 
her die Dichte der freien Elektrizität, die durch 

-- div «* 

47r 

definiert ist, im Innern homogener Leiter gleich Null sowohl 
für das elektrische Gleichgewicht wie auch für den stationären 
Strom. Das elektrische Feld rührt her von einfachen Schich- 
ten und von Doppelschichten freier Elektrizität, die sowohl 
dort, wo zwei Leiter aneinander, als auch dort, wo die Leiter 
an den Isolator grenzen, ihren Sitz haben können. Dabei 
wird in Wirklichkeit, da der Übergang zweier in Berührung 
gebrachter Körper stetig ist, die Doppelschicht nicht strenge 
realisiert sein, sondern man wird es mit zwei benachbarten 
Schichten freier Elektrizität zu tun haben, von denen die 
positive auf dem Körper sitzt, welcher das größere, die nega- 
tive auf dem Körper, der das kleinere Potential angenommen hat. 

Im Falle des elektrischen Gleichgewichtes ist das Feld (S* 
und die Verteilung der freien Elektrizität auf der Oberfläche 
der Leiter bestimmt, wenn die Kontaktkräfte an der Grenze 
der sich berührenden Körper und dadurch die Potentialdifferenzen 
je zweier solcher Körper gegeben sind. Im Innern der homo- 
genen Leiter ist ^^ == 0, mithin, da i = 0, auch 6' = 0. Folg- 
lich befindet sich an der Grenze zweier solcher Leiter im 
ganzen keine freie Elektrizität, da ja der Sprung der Normal- 
komponente von 6* Null ist. Hier hat nur die Doppelschicht 
ihren Sitz, deren Moment durch den Sprung von (p bestimmt 
ist und die ebensoviel freie Elektrizität positiven wie negativen 
Vorzeichens enthält. 

Durchfließt hingegen ein Strom die Trennungsfläche zweier 
Leiter, so ist im Innern der homogenen Leiter 6^ zwar gleich 
Null, aber i und somit <S^ von Null verschieden. Auch ist an 
der Trennungsfläche zweier Leiter die Normalkomponente von i 
nach (156a) stetig, aber 6 ist im allgemeinen unstetig, so daß 
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hier sehr wohl eine Flächendivergenz von 6*, d. h. freie Elek- 
trizität positiven oder negativen Vorzeichens auftreten kann. 
Alsdann sitzt auf der Trennungsfläche der beiden Leiter außer 
der Doppelschicht noch eine einfache Belegung freier Elek- 
trizität; dazu kommen femer einfache und wahrscheinlich auch 
Doppelschichten an der Grenzfläche gegen den Isolator. 

Alles dieses sind mathematische Folgerungen aus der Be- 
ziehung (161), die durchaus nicht darüber aufklären, durch 
welche Umstände die bei thermischer oder chemischer In- 
homogenität auftretenden elektromotorischen Kräfte bedingt 
sind. Ja sie geben nicht einmal darüber Auskunft, welcher 
Strom den in Berührung gebrachten Oberflächen der Leiter 
bei der Bildung der Doppelschicht zufließt. Denn es war bis- 
her nur von der freien Elektrizität die Rede, die von der 
Divergenz des Vektors 6* abhängt, der Strom aber ist mit 
Ansammlung wahrer Elektrizität verbunden, die durch div S 
gegeben wird. Bevor wir zur Erörterung dieser Frage über- 
gehen, wollen wir nur kurz die Heavisidesche Auffassung der 
Kontaktkraft zur Sprache bringen. Man findet dieselbe in 
0. Heavisides Electrical Papers Bd. I. 1892. S. 348 u. f. aus- 
führlich behandelt. 

In der allgemeinen Theorie der Vektorfelder (§ 31) haben wir 
gesehen, daß eine Doppelschicht von Quellen in dem umgebenden 
Baume die gleiche Strömung erzeugt, wie eine auf der Rand- 
kurve der Doppelschicht befindliche Wirbellinie. Wir können 
daher das Feld 6*, anstatt es als wirbelfrei anzusehen und 
Doppelschichten anzunehmen, auf das Vorhandensein einer 
Wirbellinie zurückführen; der Sitz dieser Wirbellinie ist 4ie 
Band kurve der früher angenommenen Doppelschicht. Das ist 
um so eher gestattet, als unsere Beobachtungen sich nicht auf 
das Innere der beiden Leiter beziehen. Es mag z. B. die Löt- 
stelle eines Zink -Kupferstabes betrachtet werden. Aus der 
Erfahrung ist in der Tat nur dies bekannt, daß sich außerhalb 
des Zink-Kupferkörpers ein elektrostatisches Feld ausbildet. 
Dazu kommt, daß nach dem, was wir über die Eigenschaften 
der homogenen Leiter wissen, überall im Innern derselben im 
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Gleichgewichtsfalle 6* verschwindet. Was aber das gesamte 
Feld 6* im Innern der Metalle und in der Luft anbelangt, 
so kann dasselbe nach § 31 mit demselben Rechte einer Doppel- 
schicht freier Ladungen auf der Trennungsfläche Zink-Kupfer, 
oder auch einem Wirbel von entsprechendem Momente auf 
der Linie zugeschrieben werden, längs deren Zink, Kupfer und 
Luft zusammenstoßen. Das Vorhandensein eines solchen Wir- 
bels behauptet nun die Theorie von Heaviside. Sie nimmt 
an, daß ein magnetischer Strom längs jener Linie zirkuliert; 
es bedingt nämlich, wie wir später sehen werden, ein magne- 
tischer Strom einen Curl der elektrischen Feldstärke. Es soll 
aber durchaus ' nicht behauptet werden, daß hier wirklich ein 
solcher Strom zirkuliert, sondern nur, daß die Ausgangsstelle 
für das Feld in einer Wirbellinie zu suchen ist, und das ist 
in der Tat eine zulässige Vorstellung. Wünscht man sie weiter 
auszuführen, so wird man annehmen, daß durch Wirkungen, 
über die wir zunächst keine Rechenschaft zu geben vermögen, 
jedenfalls aber infolge des Zusammentreffens der drei Medien 
(Zink, Kupfer, Luft) an dieser Stelle ein Curl der eingepräg- 
ten Kraft 6^ hervorgerufen wird. Überall sonst ist 6* quellen- 
frei und wirbelfrei. Dazu tritt nun ein elektrostatisches Feld 
@' derart, daß im Innern der beiden Metalle und auch in der 

Lötstelle 

(g« + g« = 

wird, sobald elektrostatisches Gleichgewicht sich hergestellt 
hat. Dann ist auch iSf im Innern der Metalle und an der 
Lötstelle quellenfrei, nur auf den an die Luft angrenzenden 
Oberflächen des Zinkes und des Kupfers ist eine Flächen- 
divergenz von 6* vorhanden. Das Feld 6* ist, im Gegensatze 
zu demjenigen von 6*, durchweg wirbelfrei. 

Zwischen den Theorien von Helmholtz und Heaviside 
experimentell zu entscheiden, dürfte kaum möglich sein, da 
beide bezüglich des zu beobachtenden Feldes zu denselben 
Resultaten fuhren. Es ist ja überhaupt das Problem, ob die 
Kontaktpotentialdifferenz wirklich auf der Trennungsfläche 
Zink-Kupfer ihren Sitz hat, durchaus nicht gelöst. Einige 
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Forscher neigen sogar der Ansicht zu, daß der Sitz der 
Eontaktkraft ausschließlich in den an die Luft angrenzenden 
Oberflächen der Metalle zu suchen ist. Es ist daher jedenfalls 
sehr bemerkenswert, daß es eine Theorie gibt, welche jene 
Frage überhaupt nicht auf wirft, indem sie das Zusammen- 
treflfen dreier chemisch diflferenter Körper als notwendig zur 
Erregung einer Kontaktkraft ansieht. 

Selbst wenn man es, in Helmholtzscher Auffassung, mit 
drei Doppelschichten an den Trennungsflächen Zink-Kupfer, 
Kupfer-Luft und Luft-Zink zu tun hätte, so würde deren Er- 
setzung durch die äquivalenten Wirbellinien doch wieder nur 
eine einzige Heavisidesche Wirbellinie längs der Kurve ergeben, 
wo Zink, Kupfer und Luft zusammentreffen. 

Bekanntlich genügen die Kontaktkräfte an der Grenze von 
Leitern erster Klasse, wenn sie überhaupt existieren, dem 
Gesetz der Spannungsreihe 

-^12 + -^28 + -^81 ^ ^• 

Dies folgt aus der Tatsache, daß in einem aus drei thermisch 
und chemisch homogenen Leitern erster Klasse zusammen- 
gesetzten Leitungskreise kein stationärer Strom fließt. 

Wird aber einer der Leiter erster Klasse durch einen solchen 
zweiter Klasse, d. h. einen elektrolytischen Leiter ersetzt, so ist 
eine elektromotorische Kraft, im allgemeinen von der Größen- 
ordnung eines Volt, in dem Bereise vorhanden. Es ist hier 

(161 e) E,, + E^^ + jEgi « £« + 0. 

An der Grenzfläche eines Metalles und eines Elektrolyten ist 
also jedenfalls eine Kontaktkraft anzunehmen. Die Energie, 
auf deren Kosten der elektrische Strom entsteht, ist hier 
chemischen Ursprungs. In gewissen Fällen, z. B. für ein Me- 
tall, das in eine verdünnte Lösung eines seiner Salze taucht, 
kann man den beim Stromdurchgang stattfindenden chemischen 
Prozeß auf Grund der osmotischen Theorie verfolgen und so 
die Kontaktkraft theoretisch bestimmen. 

Für die Joulesche Wärme wollen wir auch dort, wo ein- 
geprägte Kräfte wirken, die Gleichung (154a) als gültig an- 
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sehen. Dann bleiben die Überlegungen, welche für lineare 
Leiter zu (155a) geführt haben, zutreffend und ergeben, zu- 
sammen mit (160), für einen geschlossenen linearen Leiter mit 
eingeprägten Kräften 
(161f) Q = JE\ 

Es ist also die im ganzen Kreise erzeugte Joulesche Wärme 
gleich der Arbeit, welche die eingeprägten Kräfte beim Strom- 
durchgang leisten. Diese Arbeitsleistung erfolgt auf Kosten 
chemischer Energie, wie denn auch der Stromdurchgang durch 
Leiter zweiter Klasse stets von chemischen Vorgängen begleitet 
ist. Li einem Kreise aus Leitern erster Klasse hingegen fallen 
mit den chemischen Wirkungen des elektrischen Stromes auch 
die elektromotorischen Kräfte chemischen Ursprungs fort. 

Was nun die Frage anbelangt, welches das Feld der 
elektrischen Verschiebung ® in der Übergangsschicht zweier 
Leiter ist und welches die entsprechende Verteilung wahrer 
Elektrizität, so ist dieselbe bei dem heutigen Stande unserer 
Kenntnisse kaum zu beantworten. Nimmt man an, daß S, 
ähnlich wie i, durch die resultierende Feldstärke folgender- 
maßen bestimmt ist: ' 

so könnte ® freilich berechnet werden, wenn die Dielektrizi- 
tätskonstante des betreffenden Körpers bekannt wäre. Für 
elektrolytische Lösungen ist als Dielektrizitätskonstante die- 
jenige des Lösungsmittels zu betrachten, also für wässerige 
Lösungen diejenige des reinen Wassers. Die Frage nach der 
Dielektrizitätskonstante der Metalle hingegen ist noch ganz 
offen. Wenn es gestattet wäre anzunehmen, daß die Metalle 
gar nicht elektrisch polarisierbar seien, d. h. daß der Vektor ^ 
hier verschwindet, so wäre £ = 1 und die Doppelschicht freier 
Elektrizität wäre zugleich eine Doppelschicht wahrer Elektrizität. 
Diese Annahme ist indessen durchaus hypothetisch, und so 
müssen wir darauf verzichten, über die wahre Elektrizität, die 
sich an der Oberfläche eines Metalls bei der Berührung mit 
einem anderen Leiter ansammelt, etwas auszusagen. 
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§ 58. Räumlich verteilte elektromotorische Kräfte. 

Der Eontaktkraft; die an der Grenze zweier chemisch 
verschiedener Körper ihren Sitz hat, steht die räumlich ver- 
teilte eingeprägte Kraft gegenüber, die in chemisch oder ther- 
misch inhomogenen Körpern ihren Sitz hat. Sie hängt ab von 
der Art; wie die chemische Zusammensetzung bzw. die Tem- 
peratur von Punkt zu Punkt variiert. Diese eingeprägten 
E[rafte kennt man am besten für verdünnte elektro- 
lytische Lösungen; in denen man die Vorgänge auf Grimd 
der elektrolytischen Dissoziationstheorie verfolgen kann. Hier 
ruft die resultierende Feldstärke 

einen Leitungsstrom hervor. Im Oleichgewichtsfalle muß im 
Linem des Leiters iB gleich Null sein. Dabei ist aber unter 
41' der Durchschnittswert der elektrostatischen Kraft für ein 
Baumelement zu verstehen; welches eine große Zahl von Ionen 
enthält. In molekularen Bezirken besteht auch im Gleich- 
gewichtsfalle der von den Ionen ausgehende Kraftfluß; doch 
ist das Feld hier stetem Wechsel imterworfen, so daß im Durch- 
schnitt keine Richtung^ im Räume bevorzugt ist und daß bei der 
Mittelwertsbildimg 6 Tferschwindet. Damit dies der Fall ist, 
muß freie Elektrizität sich in der Weise ansammeln; daß die 
elektrostatische Kraft 6* der eingeprägten Kraft 6* das Gleich- 
gewicht hält. Die eingeprägte Kraft (S* ist dabei die osmotische 
Kraft; welche die Konzentration der Lösung auszugleichen sucht; 
diese wirkt auf die wägbaren Atome des gelösten Stoffes und da- 
her auch auf die mit jenen verkoppelten positiven und negativen 
Elektrizitäten. Sie wirkt auf die positiven und die negativen 
Ionen in gleichem Sinne ; indem sie dieselben von Stellen 
größerer zu Stellen geringerer Konzentration treibt. Die 
elektrostatische Kraft (S^ hingegen treibt die negativen Ionen 
in entgegengesetzter Richtung wie, die positiven. Die Bedingung 
der Stromlosigkeit gestattet es, wie W. Nemst zeigte; die 

Abraham, Theorie der Elektrisltftt. L S. Aufl. 14 
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elektromotorische Kraft in einer Losung eines Elekrolyten von 
wechselnder Konzentration aus den Wanderungsgeschwindig- 
keiten der Ionen zu berechnen. Diese räumlichen elektro- 
motorischen Kräfte^ deren Bestehen mit einer Diffusion des 
Elektrolyten verbunden sind, sind viel kleiner als die flächen- 
hafben Kontaktkrafte, die an der Grenze eines Metalles und 
einer elektrolytischen Lösung wirken. 

Von weit geringerem Betrage als diese im vorigen Para- 
graphen besprochenen Kontaktkrafte sind auch diejenigen ein- 
geprägten Kräfte^ die man als thermoelektrische bezeichnet. 
Dieselben treten in einem aus zwei Metallen bestehenden ge- 
schlossenen Stromkreise auf, wenn die beiden Lötstellen ver- 
schiedene Temperaturen besitzen. Da der Strom hier keinen 
Transport wägbarer Materie, mithin auch keinen chemischen 
Prozeß begleitet, so entsteht die Frage nach der Energiequelle^ 
welche die elektromotorische Kraft verursacht. Diese Frage 
wird beantwortet durch das Peltiersche Phänomen. Der 
Strom kühlt im allgemeinen die wärmere Lötstelle ab, er 
erwärmt die kältere; die Differenz der beim Durchgange der 
Elektrizitätsmei^e 1 den Lötstellen zugeführten bzw. ent- 
zogenen Wärmemei^en Q^, Q^ ist im Sinne des ersten Haupt-. 
Satzes der Arbeit der thermoelektrischen Kräfte äquivalent. 
Ein in entgegengesetzter Richtung fließender, durch sonstige 
elektromotorische Kräfte unterhaltener Strom würde umgekehrt 
Arbeit gegen die thermoelektrischen Kräfte leisten, so daß 
beim Durchgange der Elektrizitätsmenge 1 die Wärme Q^ 
der kälteren Lötstelle entzogen und Q^ der wärmeren Löt- 
stelle zugeführt wird. Wir haben also hier thermische Vor- 
gänge, die, im Gegensatz zur Jouleschen Wärmeentwicklung^ 
umkehrbar verlaufen. Die dabei auftretenden thermoelektri- 
schen Kräfte scheinen zunächst fläch enhaft verteilt zu sein^ 
es zeigt jedoch die genauere Untersuchung, daß es nicht ge- 
lingt, auf Grund dieser Voraussetzung die Tatsachen befrie- 
digend darzustellen. 

Wendet man nämlich auf jene umkehrbare, zwischen den 
Temperaturen T^, T^ der Lötstellen arbeitende kalorische 
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Maschine den zweiten Hauptsatz an, so erhält man 

Hiernach müßte der Peltier-EflFekt der absoluten Tem- 
peratur der Lötstelle proportional sein und es müßte die 
elektromotorische Kraft des Thermoelementes 

d. h. bei konstant gehaltener Temperatur der kälteren Löt- 
stelle der Differenz der Temperaturen der beiden Lötstellen 
proportional sein. Diese Folgerung wird durch die Erfahrung 
keineswegs bestätigt; es gibt im Oegenteil Thermoelemente, 
deren elektromotorische Kraft bei Erwärmung der heißeren 
Lötstelle nicht wächst, sondern abnimmt. 

Dies führte W. Thomson zu dem Schlüsse, daß in einem 
Thermoelemente außer den flächenhaften elektromotorischen 
Kräften an der Grenze der beiden Metalle noch räumliche 
Kräfte im Innern der Metalle wirksam sind überall dort, wo 
ein Temperaturgefälle vorhanden ist. Hier findet, dem Peltier- 
effekte entsprechend, der sogenannte Thomsoneffekt statt, 
eine umkehrbare thermische Wirkung. Man kann den Vor- 
gang so auffassen, daß in einem chemisch Homogenen Metalle 
infolge eines Temperaturgefälles eingeprägte elektrische Kräfte 
auftreten. Diese in beiden Metallen wirksamen räumlich ver- 
teilten Kräfte, zusammen mit den flächenhaften elektro- 
motorischen Kräften der Lötstellen, ergeben die resultierende 
elektromotorische Kraft; der entstehende Strom ist begleitet 
von einem Wärmestrom, der bei Umkehrung der Stromrichtung 
in entgegengesetztem Sinne verlaufen würde. 

Die Analogie der in elektrolytischen Lösungen infolge 
des Konzentrationsgefälles und in Metallen infolge des Tem- 
peraturgefälles auftretenden elektromotorischen Kräfte legt es 
nahe, hier über den Mechanismus ähnliche Vorstellungen zu 
entwickeln wie dort. Dies versuchen in der Tat die von 
E. Biecke und P. Drude herrührenden neueren Elektronen- 
theorien der Metalle, yon denen bereits in § 55 die Rede 

14* 
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war. Die Konzentration der freien Elektronen soll in ver- 
schiedenen Metallen verschieden und in jedem Metall Temperatur- 
fiinktion sein, so daß chemische und thermische Differenzen 
ein Konzentrationsgefälle und so eine eingeprägte elektrische 
Kraft (S* hervorrufen. Anderseits sollen die freien Elektronen 
im Sinne der kinetischen Gastheorie Anteil an der Wärme- 
bewegung haben, so daß ihr Transport im elektrischen Strome 
von einem Wärmestrom begleitet ist. Diese Vorstellung erklärt 
übrigens auch die merkwürdigen Beziehungen, welche zwischen 
der elektrischen und der thermischen Leitfähigkeit der Metalle 
bestehen. Es ist zu hoffen, daß die weitere Verfolgung der 
Elektronenhypothese auch sonst für die Theorie der Metalle 
fruchtbar sein wird; sie liegt indessen jenseits des Zieles, das 
sich der vorliegende Band gesteckt hat. 

Das gleiche gilt von den räumlich verteilten eingeprägten 
Kräften (§^, welche man heranzuziehen hat, um die Erschei- 
nungen der Pyroelektrizität und Piezoelektrizität dar- 
zustellen. Diese in gewissen Kristallen bei Erwärmung bzw. 
Druck auftretenden Kräfte bestimmen zusammen mit der elek- 
trostatischen Kraft der freien Ladungen hier keinen Leitungs- 
strom, sondern eine elektrische Verschiebung. Es mag beiläufig 
bemerkt werden, daß die Symmetrie der Kristalle, welche die 
genannten Erscheinungen aufweisen, im Einklänge sind mit den 
Folgerungen, die man auf Grund kristallphysikalischer Prinzipien 
aus der polaren Art des elektrischen Vektors gezogen hat. 

§ 59. Die Maßeinheiten und Dimensionen 
der elektrisohen Größen. 

Die bisherigen Entwicklungen sind noch unabhängig 
davon, wie man die Maßeinheiten für die in ihnen vorkom- 
menden Größen wählen will. Dies geschieht in den verschiedenen 
elektrischen und magnetischen Maßsystemen in verschiedener 
Weise. Alle bisher aufgestellten Systeme aber beruhen auf 
dem Zentimeter-Gramm-Sekunde-System (C.-G.-S.) der Mechanik; 
die Krafteinheit ist also stets die Dyne, die Einheit der Energie 



§ 59 Viertes Kapitel. Der elektrische Strom. 213 

das Erg. Bestimmen zwei elektrische Ghrößen eine Eraftgröße 
oder eine Energiegröße^ so ist durch Festlegung der Maßeinheit 
der einen elektrischen Größe auch die Einheit der anderen 
festgelegt. So wiesen wir bereits zu Beginn dieseiä Abschnittes 
(in § 35) darauf hin, daß die Gleichung (124), welche das 
Produkt aus wahrer Ladung e und Feldstärke @ einer Kraft 
gleichsetzt, nur die Wahl der Einheit der Ladung frei läßt; 
hat man über diese verfügt, so ist die Einheit von 6 bestimmt. 
Aus (126 a) folgt dann die Einheit, in der das Potential 9, 
aus (137) diejenige, in der die räumliche Dichte q^ der freien 
Elektrizität zu messen ist. Anderseits sind unmittelbar aus 
der für die wahre Ladung gewählten Einheit die Einheiten von 
% durch (135), von J und damit von i durch (151), bestimmt. 
Ferner sind durch (134), (152) Kapazität K und Gesamtwider- 
stand B. als Quotienten aus wahrer Ladung und Potential- 
differenz bzw. aus Potentialdiffereuz und Stromstärke definiert 
und durch (136), (152a) die Materialkonstanten £, <y. 

Vom atomistischen Standpunkte aus würde es sich emp- 
fehlen, einem Vorschlage J. J. Thomsons gemäß, als Einheit 
der wahreil Ladung diejenige zu wählen, welche ein einwertiges 
Ion oder ein Elektron mit sich führt. Dabei konnte die Ent- 
scheidung darüber, ob die Einheit der Elektrizität auf die 
mechanischen Grundeinheiten von Länge, Masse und Zeit oder 
ob umgekehrt die Masse auf die Grundeinheiten von Länge, 
Zeit und Elektrizität zurückgeführt werden soll, zunächst offen 
bleiben. Solange man von der Vorstellung ausging, daß alle Natur- 
vorgänge im Grunde Bewegungen träger Massen sind, pflegte 
man die mechanischen Grundeinheiten ausschließlich in Betracht 
zu ziehen und die Aufklärung über die wahre mechanische 
Einheit von e von der Erkenntnis der verborgenen Bewegungen 
zu erwarten, die sich als elektromagnetisches Feld kundgeben 
sollten. Heute ist jene mechanische Naturanschauung nicht 
mehr die allein herrschende. Die moderne Physik neigt viel- 
mehr der Anschauung zu, daß alle Naturerscheinungen in 
letzter Linie auf elektromagnetische Vorgänge, etwa Elektronen- 
bewegungen, zurückzuführen sind. Dieser elektromagnetischen 
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Naturanschauung würde sich ein Einheitssystem anpassen, 
welches auf die Grundeinheiten der Länge, Elektrizität und 
Zeit begründet ist. Die Einheit der trägen Masse würde auf 
diese Grundeinheiten leicht zurückzuführen sein, etwa mit Hilfe 
der für die Masse der Elektronen gültigen Formeln. Dem 
Grundgedanken dieses Systemes würde am besten die Wahl 
der Elektronenladung als Einheit der Elektrizität entsprechen; 
praktisch ist diese Wahl allerdings zur Zeit nicht möglich, 
da wir diese Einheit noch nicht mit genügender Genauigkeit 
festzulegen imstande sind. 

Man kann nun an Stelle der Einheit der wahren Ladung e 
die Einheit der Dielektrizitätskonstanten s offen lassen; diese 
beiden Größen sind miteinander durch das Coulombsche Gesetz 
verknüpft. Die verschiedenen Maßsysteme der elektrischen 
Größen werden sich also durch die für s gewählte Einheit 
charakterisieren lassen. 

Das „elektrostatische Maßsystem^^ betrachtet b als 
reine Zahl, die für den leeren Raum gleich 1 gesetzt wird. 
Dieses System kann sich darauf berufen, daß im leeren Räume 
die Unterscheidung wahrer imd freier Ladungen nicht not- 
wendig ist; in der Tat haben wir im ersten Kapitel dieses 
Abschnittes^ welches das Feld im Lufträume behandelte, nur 
von Elektrizität schlechtweg gesprochen. Die Unterscheidung 
von wahrer und freier Ladung, von Feldstärke und elektrischer 
Verschiebung wurde erst bei der Einführung dielektrischer 
Körper notwendig. Vom Standpunkte der Elektronentheorie, 
welche jedes Feld als Feld im Äther, jeden Strom entweder 
als Konvektionsstrom der Elektronen oder als Verschiebungs- 
ström im Äther betrachtet, erscheint es naturgemäß, wahre 
und freie Ladung durch dieselbe Einheit zu messen. Diese 
Einheit ist im elektrostatischen Systeme definiert als diejenige 
Ladung, welche eine ihr gleiche im Vakuum im Abstände 
von 1 cm mit der Kraft einer Dyne abstößt. 

Wünscht man indessen in den auf beliebige Dielektrika 
bezüglichen Gleichungen den Unterschied von wahren und 
freien Ladungen kenntlich zu machen, so wird man es vor- 



§ 59 



Viertes Kapitel. Der elektrische Strom. 



215 



ziehen^ Einheit and Dimension yon s zunächst unbestimmt zu 
lassen und alle anderen Einheiten auf die vier Grundeinheiten 
der Länge^ Masse^ Zeit und Dielektrizitätskonstanten zu be- 
ziehen. Die Dimensionen von wahrer Ladung e und freier 
Ladung e' sind dann dadurch bestimmt^ daß im Ausdrucke (148 a) 
des Coulombschen Gesetzes beiderseits Größen von der Dimension 
einer Sjraft stehen müssen. Die Dimension der elektrischen 
Verschiebung S folgt als Quotient von wahrer Ladung und 
Fläche, diejenige der Feldstärke (S als Quotient von freier 
Ladung und Fläche, das Potential (p und die elektromotorische 
Kraft E'^ sind Produkte von Qt und Längen. Die Stromstärke 
J femer ist ein Quotient aus wahrer Ladung und Zeit, die 
Stromdichte i ein Quotient aus Stromstärke und Fläche. Die 
Dimension von 6 endlich ergibt sich aus dem Ohmschen Ge- 
setz als Quotient von i und @ oder nach (158) als Quotient 
von e und einer Zeitgröße. Wir stellen alle Dimensionen in 
der folgenden Tabelle zusammen: 



Dimensionen der elektrischen Größen. 

M L T-« 

Mi Li T-^€'i 
Lb 

Mi Li T-^€i 
MiL'iT-^€i 



Energie 

Ponderomotorische Kraft . . 
Wahre Elektrizitätsmenge e 
Freie Elektrizitätsmenge e! 
Elektrische Verschiebung ® 
Elektrische Feldstärke @ . . 
Potential der freien Elektrizität q) 
Elektrostatische Kapazität K . 

Stromstärke J 

Stromdichte i 

Spezifische Leitfähigkeit 6 . . 
Elektrischer Widerstand B . . 



i-i T 



-1 



Streicht man in dieser Liste überall s fort, so gelangt 
man zu den Dimensionen des elektrostatischen Maßsystemes, 
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welches die elektrostatischen Größen auf Masse, Länge und 
Zeit als Grundeinheiten bezieht. Umgekehrt kann man die 
Dimension der Masse durch diejenigen der Elektrizität, Lauge 
und Zeit folgendermaßen ausdrücken: 

die Einführung dieses Ausdruckes für M würde aus allen 
Dimensionsformeln die gebrochenen Exponenten fortschaffen, 
wobei £ ebenso wie im elektrostatischen Systeme als reine 
Zahl betrachtet werden würde. 



Dritter Abschnitt. 

Das elektromagnetische Feld. 



Erstes Kapitel. 
Die magnetischen Tektoren. 

§ 60. Die Analogie der elektrisohen und der 

magnetisohen Größen. 

Schon die Vertreter der Femwirkungstheorie bemerkten, 
daß die Elektrostatik und die Magnetostatik vielfach Analogien 
aufweisen und bisweilen eine durchaus übereinstimmende mathe- 
matische Behandlung gestatten. 0. Heaviside, H. Hertz und 
E. Cohn haben sich bei ihrer Darstellimg der Maxwellschen 
Theorie gleichfalls von der Analogie der elektrischen und der 
magnetischen Größen leiten lassen, sie haben den Grund- 
gleichungen des elektromagnetischen Feldes eine Form gegeben, 
welche diese an das Dualitätsgesetz der Geometrie erinnernde 
Beziehung deutlich hervortreten läßt. Dabei wird der elek- 
trischen Feldstärke 6 die „magnetische Feldstärke'^ § 
gegenübergestellt, während die „magnetische Induktion'^ 
8 der mit 4^ multiplizierten elektrischen Verschiebung ® 
gegenübergestellt wird. Demgemäß entspricht der räumlichen 
Dichte der wahren Elektrizität 

p = div ® ' 
die Dichte 
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des ^;Wahren Magnetismus^^; der räumlichen Dichte der 
freien Elektrizität 



entspricht die Dichte 



4n 
Q- ■= TZ div^ 



49r 

des ^,freien Magnetismus^^ Der Dielektrizitätskonstanten € 
entspricht die „magnetische Permeabilität" ft, welche, 
durch die Gleichung 8 «= ,tt^ definiert, das magnetische Ver- 
halten des betreffenden isotropen Körpers kennzeichnet. Diese 
Analogie führt auch zu einem Ausdrucke für die Energie des 
magnetischen Feldes. Die im Yolumelemente dv des elek- 
trischen Feldes enthaltene Energie war 

Diesem Ausdrucke der elektrischen Energie würde der Ausdruck 

r 

für die im Yolumelemente dv enthaltene magnetische Energie 
entsprechen. Die Integration über den unendlichen Raum 
ergibt 

(162) r=Jdt;^(#8) 

als Energie des magnetischen Feldes. 

So nützlich es nun bisweilen ist, die soeben skizzierte 
Analogie zu verfolgen, so darf doch nicht verschwiegen werden, 
daß manche wesentliche Unterschiede zwischen den elektrischen 
und den magnetischen Größen bestehen. Zunächst lehrt die 
Erfahrung, daß es nicht möglich ist, ein Quantum von posi- 
tivem oder negativem wahren Magnetismus zu isolieren. In 
jedem Körper ist der gesamte Magnetismus gleich Null und 
ebenso in jedem Volumelemente eines Körpers. Wahrer 
Magnetismus kommt in der Natur überhaupt nicht 
vor. Das Feld des Vektors 8 ist demnach stets ein quellen- 
freies Feld, der magnetische Induktionsfluß durch eine jede 
geschlossene Fläche ist stets gleich Null. 
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Mit dem Fehlen des magnetischen Gegenstückes der wahren 
Elektrizität ist das Fehlen magnetischer Leiter eng verknüpft. 
Es wären dies, gemäß der elektrischen Analogie^ solche Körper, 
in denen das Bestehen eines magnetischen Felden von dauernder 
Wärmeentwickelung begleitet ist. Solche magnetischen 
Leiter gibt es in der Natur nicht. Es entfällt daher auch 
der Begriff der magnetischen Leitungsfähigkeit. 

Die magnetische Permeabilität fi entspricht insofern ihrem 
elektrischen Gegenstücke, der Dielektrizitätskonstanten, als sie 
ebenfalls einem und demselben Grenzwerte zustrebt, wenn man 
ein mit einem beliebigen Gase gefülltes Gefäß evakuiert. Den 
Grenzwert bezeichnet man als Permeabilität des leeren Raumes 
oder des „Äthers". Die NahewirkBngstheorie sieht auch den 
leeren Raum als Sitz eines magnetischen Feldes^ als Speicher 
magnetischer Energie an. Es liegt nahe, den leeren Raum 
gewissermaßen als Normalsubstanz zu wählen und den Zahl- 
wert seiner Permeabilität gleich 1 zu setzen, ebenso wie wir 
die Dielektrizitätskonstante des Äthers gleich 1 setzten (§ 42). 

Bezieht man die Permeabilitäten der Körper auf diese 
Einheit, so tritt wiederum eine Lücke der elektrisch-magne- 
tischen Analogie zutage. Neben den paramagnetischen 
Körpern, deren Permeabüität größer als 1 ist, die mithin den 
dielektrischen Körpern entsprechen, gibt es andere, deren 
Permeabilität etwas geringer als 1 ist, die diamagnetischen 
Körper. Femer ist das Verhalten der ferromagnetischen 
Metalle bemerkenswert, deren Permeabilität nicht nur sehr 
groß ist — bei weichem Schmiedeeisen unter Umständen einige 
tausendmal so groß, als für das Vakuum — , sondern für ein 
und dasselbe Material sich in sehr weiten Grenzen zu ändern 
vermag. Die ferromagnetischen Körper zeigen außerdem bei 
geeigneter Behandlungsweise die eigentümliche Erscheinung des 
permanenten Magnetismus, welche der Theorie noch heute 
bedeutende Schwierigkeiten bietet, obwohl sie zuerst zur Ent- 
deckung der magnetischen Felder geführt hat. 

Setzt demnach die unmittelbare Erfahrung der Verfolgung 
der elektrisch-magnetischen Analogie gewisse Grenzen, so hat 
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die Weiterbildung der Maxwellschen Theorie im letzten Jahr- 
zehnt Wege eingeschlagen; die dazu geführt haben^ die Be* 
Ziehung der elektrischen und magnetischen Größen von einem 
anderen Standpunkte aus zu betrachten. 

Wie wir sahen , wirkt das elektrische Feld 6 auf einen 
ruhenden, elektrisch geladenen Probekörper. Die elektrische 
Verschiebung S hat ihre Quelle in der ruhenden Elektrizität* 
Der elektrische Strom hingegen erregt ein magnetisches Feld ^, 
und die Erregung eines solchen ist mit Induktionswirkungen 
in elektrischen Stromkreisen verknüpft, Wirkungen, für die 
der Vektor 8 der magnetischen Induktion maßgebend ist. Auf 
diese wohlerforschten Beziehungen zu den elektrischen Strömen 
wollen wir die Theorie der magnetischen Felder gründen. Die 
noch sehr unvollkommene Theorie des permanenten Magne- 
tismus tritt dabei in den Hintergrund und wird erst im vierten 
Abschnitte behandelt werden. 

Die Voranstellung der magnetischen Felder elektrischer 
Ströme entspricht einem Gedanken, der von Ampere zuerst 
ausgesprochen ist und der von der Elektronentheorie jetzt 
wieder aufgenommen wird, nämlich alle magnetischen Felder 
als durch Elektrizitätsbewegungen erregt anzusehen. Es scheint 
zweckmäßig, der Einführung in die Maxwellsche Theorie eine 
Fassung zu geben, in die sich diese Vorstellungen ungezwungen 
einfügen lassen. 



§ 61. Die magnetisohe Induktion. 

Zur Untersuchung eines magnetischen Feldes bedienen 
wir uns einer Probespule; wir nehmen der Einfachheit wegen 
an, daß dieselbe nur aus einer einzigen Drahtwindung besteht, 
daß die Leitlinie de^ Drahtes eine geschlossene ebene Kurve 
ist und daß die Abmessimgen des umschlossenen Flächenstückes 
f groß gegen den Radius des Drahtquerschnittes sind. Wir 
denken uns die Spule an einem Orte befindlich, an dem 
anfangs kein magnetisches Feld vorhanden war. Nun erregen 
wir ein solches Feld, etwa durch Heranbringen eines Magneten 
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oder eines elektrischen Stromes^ oder auch durch Schließen 
eines Stromes in einer benachbarten Leitung. Dann beginnt 
in der Probespule ein Strom J zu fließen. Ohne uns nun 
um den zeitlichen Verlauf dieses Stromes zu kümmern^ warten 
wir, bis J'=0 geworden ist; alsdann bestimmen wir, etwa mit 
Hilfe eines Voltameters, die Elektrizitätsmenge e, welche im 
ganzen infolge der Erregung des weiterhin konstant zu halten- 
den Magnetfeldes die Spule durchflössen hat. 

Wir denken uns den Gesamtwiderstand i? der Spule ge- 
geben, ebenso den Flächeninhalt f des umschlossenen ebenen 
Flächenstückes. Wir ordnen ferner dem Sinne, in dem die 
Elektrizität die Spule durchströmt hat, mit EQlfp einer Rechts- 
schraube eine zu f senkrechte Richtung n zu. 

Die Gleichung 
(163) _«„ = c.^«," 

in der c einen von den Maßeinheiten abhängigen universellen 
Faktor bedeutet, bestimmt die nach der Richtung n genommene 
Komponente eines Vektors 8. Diesen Vektor bezeichnen wir 
als die „magnetische Induktion^^ des erregten stationären 
Magnetfeldes. Diese Beziehung gilt selbstyerständlich strenge 
nur für homogene Felder; für inhomogene Felder ergibt die 
rechte Seite von (163) nur einen über die Fläche f genommenen 
Mittelwert von 8^; wir müssen demnach, um jene Beziehung 
aufrecht zu erhalten, die Einschränkung hinzufügen: es sind 
die Abmessungen der Spulenfläche f so klein zu wählen, daß das 
magnetische Feld auf ihr als merklich homogen anzusehen ist. 
Eine ähnliche Einschränkung bezüglich der Abmessungen 
des Probekörpers mußten wir in Kauf nehmen, als wir die 
elektrische Feldstärke 6 mit Hilfe einer elektrisch geladenen 
Probekugel definierten. Eine Einsicht in die Gesetze der 
ponderomotorischen Kräfte des elektrostatischen Feldes, die 
jener Definition zugrunde lagen, ergab sich erst im Laufe der 
weiteren Betrachtungen. Ebenso müssen wir hier die genauere 
Erörterung der Gesetze der induzierten Ströme, auf denen die 
Gleichung (163) beruht, einem späteren Kapitel vorbehalten. 
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Wir können die obige Folgerung des Faradayschen Induk- 
tionsgesetzes als Definition des Vektors 8 auffassen. Wir 
wollen jetzt die Betrachtung auf beliebige geschlossene lineare 
Leiter ausdehnen. Die Elektrizitätsmenge, welche einen solchen 
Leiter beim Erregen des Magnetfeldes durchströmt, wird nach 
dem Induktionsgesetze durch die Gleichung gegeben 



(164) -fejf = 



cBe. 



Gemäß der zugrunde gelegten Definition des Vektors 8 
sagt diese Gleichung folgendes aus: Man nehme irgendeine 
von dem linearen Leiter begrenzte Fläche^ zerlege diese in 
kleine Flächenstücke df, auf denen das magnetische Feld als 
merklich homogen zu betrachten ist, denke sich diese Flächen- 
stücke von Probespulen von gegebenem Widerstände begrenzt 
und summiere nach Festlegung eines bestimmten Umlaufs- 
sinnes die Produkte aus dem Widerstände der betreffenden 
Probespule und der bei Erregung des Feldes hindurchströmen- 
den Elektrizitätsmenge. Die Summe dieser Produkte ist dem 
Produkte aus Widerstand und hindurchgeflossener Elektrizitäts- 
menge für den ursprünglichen linearen Leiter gleich. 

Nun ist die rechte Seite der Gleichung (164) von der 
Fläche f unabhängig. Betrachten wir verschiedene Flächen, die 
alle von der Leitlinie eines und desselben Drahtes umschlossen 
sind, so muß das Integral der magnetischen Induktion für alle 
diese Flächen das gleiche sein. Wir wollen das Feld des 
Vektors 8 durch Kurven darstellen, sogenannte „Induktions- 
linien"; die Tangente dieser Kurven soll an jedem Punkte des 
Feldes die Richtung von 8 anzeigen, während die Zahl der 
durch ein gegebenes Flächenstück hindurchtretenden Kurven 
dem Induktionsflusse durch das Flächenstück proportional ist. 
Alsdann muß die Zahl der Induktionslinien, die zwei Flächen 
derselben Randkurve in einem gegebenen Sinne durchsetzen, 
stets die gleiche sein. Die Zahl der Induktionslinien, die aus 
einer geschlossenen Fläche heraustritt, ist also stets gleich 
Null. Der Induktionsfluß durch eine geschlossene Fläche ist 
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stets gleich Null. Das Feld des Vektors 8 ist somit 
überall quellenfrei; es gilt 

(165) div » = 0. 

Wir haben bereits hier in ungezwungener Weise das 
Fehlen des wahren Magnetismus in die Theorie ein- 
geführt. Wir gingen dabei von einem unmagnetischen Zustande 
des betreffenden Körpers aus und dachten uns ein stationäres 
Magnetfeld erregt. Hat man es mit einem Felde im Innern 
permanenter Magnete zu tuU; so kann die Anwendbarkeit der 
Betrachtungen auf den ersten Blick fraglich erscheinen ^ da 
hier anscheinend kein unmagnetischer Anfangszustand vorliegt. 
Immerhin ist die Annahme plausibel, daß ein solcher Zustand 
einmal existiert hat. Denkt man sich im Innem des ferro- 
magnetischen MetaUes einen engen Kanal gebohrt, in den die 
Probespule bzw. der lineare Leiter gebracht wird, und die 
Elektrizitätsmengen gemessen, die von dem Zeitpunkte des 
unmagnetischen Zustandes an bis zu dem gegenwärtigen Zeit- 
punkte der permanenten Magnetisierung hindurchgeströmt sind, 
so gelangt man auch hier zur Definition des Vektors 8 und 
zur Erkenntnis seines quellenfreien Charakters. Auch im Innern 
permanenter Magnete werden wir daher wahren Magnetismus 
nicht annehmen. 

Wie wir durch Untersuchung des elektrostatischen Feldes 
mit Hilfe des Probekörpers zunächst das Feld des Vektors @ 
konstruierten, so führt uns die Probespule zunächst auf den 
Vektor 8. Insofern entspricht der Vektor 8 der elektrischen 
Feldstärke 6. Während aber der Vektor 6 im elektrostati- 
schen Felde wirbelfrei war, ist 8 — und zwar allgemein — 
quellenfrei. Wie 6 als wirbelfreier Vektor vom elektrostati- 
schen Potentiale, so leitet sich 8 als quellenfreier Vektor von 
einem Vektorpotentiale % ab: 

(165a) 8 = curl«. 

Hiernach darf man bei stationären Feldern von 
einer Analogie zwischen den Vektoren 6 und 8 reden 
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in demselben Sinne^ in dem wir im ersten Abschnitte 
dieses Bandes von einer Analogie des wirbelfreien 
und des quellenfreien Vektorfeldes sprachen. 

§ 62. Die magnetisohe Feldstärke. 

Wir haben im ersten Abschnitte dieses Buches gezeigt^ 
daß ein den unendlichen Raum quellenfrei erfüllendes Feld 
durch seine Wirbel bestimmt ist (vgl. § 28). Es liegt daher 
nahe, nach den Wirbeln des Vektors 8 zu fragen, ebenso wie 
im zweiten Abschnitte dieses Buches die Frage nach den 
Quellen des Feldes @ auftrat. Ein einfacher Zusammenhang 
zwischen der Divergenz von 6 und der wahren Elektrizität 
lag nur für das Feld im leeren Räume vor; waren dielektrische 
Körper im Felde, so bestimmte sich die Divergenz von ®, 
nicht diejenige von 6, durch die Dichte der wahren Elek- 
trizität. Untersuchen wir nun die Umgebung eines strom- 
führenden Drahtes in der im vorigen Paragraphen angegebenen 
Weise mit einer Probespule, so finden wir nur im leeren 
Räume einen allgemeingültigen Zusammenhang zwischen dem 
Felde 8 und dem elektrischen Leitungsstrome; es ist der Vek- 
tor 8 in dem stromlosen Gebiete wirbelfrei; seine Wirbel haben 
ausschließlich in den stromdurchflossenen Leitern ihren Sitz und 
sind der Stromdichte proportional. Sind aber paramagnetische 
oder diamagnetische Körper im Felde, so fällt dieser einfache Zu- 
sammenhang fort. Es empfiehlt sich dann, einen zweiten magne- 
tischen Vektor ^ einzuführen, den wir „magnetische Feld- 
stärke" oder auch „magnetische Kraft" nennen wollen -dessen 
Wirbel soll stets in dem elektrischen Strome seinen Sitz haben. 

Denken wir uns einen geschlossenen linearen Leiter von 
einem konstanten Strome J durchflössen, so ist der Vektor ^ 
folgendermaßen zu definieren. Für jede den Leiter einmal um- 
schlingende Kurve 9 soll das Linienintegral von ^ der Strom- 
stärke J proportional sein: 

p 

(166) /§rf8 = ^, 



§ 62 Erstes Kapitel. Die magnetischen Vektoren. 225 

für jede den Stromleiter nicht umschlingende Eurye aber soll 
das Linienintegral gleich Null sein. — Die in (166) auf- 
tretende universelle Konstante c ist mit der in (163) eingeführten 
identisch; sie Mögt in einer später genauer zu erörternden 
Weise von den Einheiten ab^ in denen J und ^ gemessen 
werden. Der Umlaufssinn längs I soll der Strömungsrichtung 
der Elektrizität sich zuordnen ^ wie der Umlaufssinn der Fort- 
schreitungsrichtung bei einer Rechtsschraube. 

Der diesen Bedingungen genügende Vektor ^ ist nun — 
das besagt das zugrunde zu legende Erfahrungsgesetz — dem 
Vektor 8 der magnetischen Induktion proportional. Es gilt 

(167) » - ^§ 

für isotrope Körper. 

Die hier auftretende Materialkonstante ft soll, wie erwähnt, 
für den Äther gleich 1 gesetzt werden. 

Verbinden wir mit diesen Aussagen den Ansatz (162) für 
die magnetische Energie, so haben wir das magnetische Feld 
eines linearen, von einem stationären Strome durchflossenen 
Leiters erschöpfend charakterisiert. Schließen wir ferromagne- 
tische Körper aus, in denen ft nicht konstant ist, so sind die 
Gleichungen (165), (166), (167) alle linear, es superponieren 
sich demnach die Felder verschiedener Stromleiter. 

Der für die Energie des magnetischen Feldes zugrunde 
gelegte Ansatz (162) machte es notwendig, in die Beziehung 
zwischen J und ^ (166) dieselbe von den Maßeinheiten ab- 
hängige Konstante c aufzunehmen, die in der Definitionsgleichung 
(163) des Vektors 8 auftrat. Denn die Energie des magneti- 
schen Feldes eines Stromleiters muß offenbar unabhängig von 
der Wahl der Einheit sein, in der die Stromstärken gemessen 
werden, wenn anders diese Wahl mit dem absoluten C.-G.-S.- 
System verträglich ist. Soll das skalare Produkt von ^ und 8 
von der Wahl der Maßeinheiten unabhängig sein, so muß der 
Faktor c bei der Multiplikation sich herausheben, da BeJ von 
der Dimension einer Energie, mithin seinerseits von der Wahl 
des Maßsystems unabhängig ist. 

Abraham, Theorie der ElektrisiUt. L 3. Aufl. 16 
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Wir denken uns den ganzen Raum von einem " Medium 
konstanter magnetischer Permeabilität erfüllt. Ffir diesen 
speziellen Fall können wir das magnetische Feld eines linearen 
Leiters ohne weiteres bestimmen. In diesem Falle folgt nämlich 
aus (165) und (167) 

div fi^ = fi div ^ =- 0, 

es ist also nicht nur fß, sondern auch ^ durchweg quellenfrei 
verteilt. Wir haben es daher mit dem quellenfreien Felde 
einer einzigen Wirbellinie zu tun, deren Eigenschaften uns 
durch die Entwickelungen des § 31 bekannt sind. Dem Mo- 
mente 4;rr der Wirbellinie entspricht hier der Ausdruck 4ä— , 
so daß die Gleichung (110) ergibt 

(168) _^.ljl.^iditl 

Dies ist das magnetische Feld einer geschlossenen 
Stromlinie. 

Wir können den Ausdruck interpretieren als Summe der 
Beiträge, die von den einzelnen Stromelementen Jd$ in dem 
in der Entfernung t befindlichen Aufpunkte erregt werden 
und die sich aus dem Biot-Savartschen Elementar- 
gesetze bestimmen. Aber hier, wie auch in § 31, ist zu be- 
merken, daß die Zerlegung einigermaßen willkürlich ist; die 
Stromelemente sind einzeln nicht existenzfähig; wir haben es 
vielmehr mit einem geschlossenen, von einem stationären 
Strome durchflossenen Leitungsdrahte zu tun und haben nach 
der Maxwellschen Theorie dessen Feld als Ganzes zu be- 
trachten. 

Was nun das Yektorpotential % anbelangt, so empfiehlt 
es sich, mit Maxwell dieses Yektorpotential der magnetischen 
Induktion 8 zuzuordnen gemäß Gleichung (165 a). In dem 
jetzt in Bede stehenden Falle einer überall gleichen Permeabilität 
ist zwar auch ^ quellenfrei und daher als Curl eines Vektor- 
potentiales darzustellen, aber auf den allgemeinen Fall eines 
von Körpern verschiedener Permeabilität erföUten Baumes 
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würde sich eine solche Beziehung nicht ausdehnen lassen. Wir 
setzen daher 

6 = - curl H — curl — 
und erhalten durch Vergleichung mit (109) 

(168a) «-^»4/4? 

als Yektorpotential der Stromlinie. 

Für das mf^etische Feld elektrischer Ströme gibt uns 
die Erfahrung zunächst nur Integralgesetze. Wir gelangen 
auch hier, wie beim Ohmschen Gesetze, zu den für die weitere 
theoretische Formulierung zweckmäßigeren Differentialgesetzen) 
indem wir zu unendlich kleinen Gebietsteilen übergehen. 

Die Gleichung (166) ergibt 



ßs§.'*iß,df, 



wo / eine beliebige, von der Kurve % umrandete Fläche ist 
und i„ die Dichte der das Element df dieser Fläche senkrecht 
durchfließenden Strömung. 

Ziehen wir nun die Kurve % mehr und mehr zusammen, 
so ergibt nach § 27 die linke Seite' den Curl von ^; es wird 

(169) curl§-^i. 

Dieses differentielle Verknüpfungsgesetz von 
Leitungsstrom und magnetischem Felde wollen wir 
als erste Hauptgleichung des Elektromagnetismus 
bezeichnen. 

Beschränken wir uns wiederum auf den FaU einer durch- 
weg konstanten Permeabilität, so können wir das magnetische 
Feld eines vollständigen Stromsystemes in ganz ent- 
sprechender Weise ableiten, wie wir im § 28 des ersten 
Abschnittes das quellenfreie Vektorfeld bei gegebener Wirbel- 
verteilung bestimmten. Wir haben 

div§--div«-0, 

16 • 



i 
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und diese Gleichung zusammen mit (169) entspricht durchaus 
den Gleichungen (96) des § 28. Wir haben nur dort an Stelle 

von f — zu schreiben und femer, da 
c ' 

6 = curl — 

ar 

gesetzt werden soll, — an Stelle von Ä. Dann ergibt Glei- 
chung (100) 

(170) « = 7-/^'; 

aus diesem Vektorpotential leiten sich 8 und ^ folgender- 
maBen ab: 

<170a) e = curl«, § = -«. 

Hierdurch ist die vorgelegte Aufgabe gelöst. Es folgt 
übrigens aus den Entwicklungen des § 28, daß div H ver- 
schwindet, wenn die Integration über das ganze von Elektrizität 
durchströmte Gebiet erstreckt wird. 

Ganz ahnlich, wie wir im § 28 die Energie des quellen- 
freien Vektorfeldes durch ein über die Wirbel erstrecktes 
Integral darstellten, so können wir die magnetische Energie 
(162) eines beliebigen elektrischen Stromsystemes durch ein 
über das stromerfüllte Gebiet erstrecktes Integral ausdrücken. 
Nach (162) und (165 a) ist die magnetische Energie 



-^fdv{§cxixl9l). 



Die Rechnungsregel (102) ergibt 

§ curl « = « curl ^ - div[§«J, 



daher 



^- ^fdvi^<iUTl§) -l^Jdväiy [§«]. 



Die Anwendung des Gaußschen Satzes bringt das letzte 
Glied auf die Form 



-ä/'^/'»«]-; 



§ 62 Erstefi Kapitel. Die ma^eidschen Vektoren. 229 

läßt man die B^enzungsfläche des Feldes in das Unendliche 
rücken, so yerschwindet dieses Integral für ein jedes im 
Endlichen liegende Stromsystem imd es wird nach (169) 

(170 b) T=^fdv{i%). 

Diese Umformung des Energieansdruckes (162) ist von 
der Annahme durchweg konstanter Permeabilität unabhängig. 
Sie beruht nur auf der ersten Hauptgleichung (169) und der 
durch (165) ausgedrückten Eigenschaft des Vektors 9, überall 
quellenfrei zu sein, einer Eigenschaft^ die wir auch dem Felde 
im Innern permanenter Magnete zuschrieben. Lassen wir nun 
die elektrischen Ströme verschwinden, so verschwindet auch 
die rechte Seite des umgeformten Energieausdruckes (170b). 
Hiemach wäre die Energie eines permanenten Magneten gleich 
Nxdl; wenn kein elektrischer Strom ihn durchfließt. Dieses Er- 
gebnis ist mit der Erfahrung nicht verträglich. Wir können 
die Überlegung auch direkt an den Satz des § 30 anknüpfen: 
Das über den ganzen Raum .erstreckte Integral des inneren 
Produktes aus einem quellenfreien und einem wirbelfreien 
Vektor ist NuU. In der Tat, nehmen wir allgemein 

div«=-0 

an und setzen für das Innere eines nicht von elektrischen 
Strömen durchflossenen Magneten nach (169) 

curl ^ = 0, 

so folgt aus jenem Stktze, daß die nach der Formel (162) be- 
rechnete Energie des Magneten gleich NuU ist. Da wir nun 
den Vektor ^ geradezu dadurch definierten, daß seine Wirbel 
nur in wahren elektrischen Strömen ihren Sitz haben, so bleibt 
uns nichts anderes übrig, als für ferromagnetische Körper 
den Energieansatz (162) aufzugeben. Das wird in der 
Tat bei der Behandlung dieser Körper im vierten Abschnitte 
dieses Bandes geschehen. 

Der ursprüngliche Ansatz (162) für die magnetische Energie 
betrachtet, den Vorstellungen der Nahewirkungstheorie gemäße 
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das ganze Feld als Sitz der Energie. Es ist sehr bemerkens- 
wert, daß der nmgeformte Ausdruck (ITOb), der für stationäre 
elektrische Stroine denselben Energiebetrag ergibt^ eine der 
Femwirkungstheorie entsprechende Deutung zuläßt, indem die 
Energie als über die Stromfäden verteilt erscheint. Für die 
magnetische Energie stationärer Ströme ergeben in der Tat 
Nahewirkungstheorie und Femwirkungstheorie den gleichen 
Wert. Die Vorzüge des Maxwellschen Energieausdruckes 
treten erst bei rasch yeränderlichen Feldern hervor. 



§ 63. Der freie Magnetismus und das skalare Potential 

eines magnetisierten Körpers. 

Ein gegebenes System elektrischer Ströme mag im l^ren 
Baume ein mi^etisches Feld erregen^ dessen magnetische 
Feldstärke mit ^q, dessen magnetische Induktion mit Sq ^^ 
zeichnet werde. Nach (170), (170 a) hat man 

^0 *=• •© =" curl «0 
und 

(171) «„-Ijd.l, 

daher 

(1718) §o = »o-|/$[ir], 

WO r den von dem durchströmten Yolumelemente nach dem 
Aufpunkte hin gezogenen Radiusvektor bezeichnet. 

Wir denken uns in dem Felde ein stromloses Gebiet ab- 
gegrenzt und in dieses jetzt Körper gebracht, deren magnetische 
Permeabilität fi von 1 verschieden ist. Es kann ft von Punkt 
zu Punkt sich stetig ändern, sei es infolge der Inhomogenität 
des betrefiEenden Körpers, sei es, weil in ferromagnetischen 
Körpern die Permeabilität von der Feldstärke abhängt. Es 
können aber auch an der Trennungsfläche verschiedener Körper 
sprungweise Änderungen von ft vorkommen. Es wird sich 
nach Einführung jener Körper ein Feld herstellen, dessen 
Feldstärke § xmd dessen Induktion 8 von ^^ bzw. 8^ ver- 
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schieden sind. Wir stellen uns die Aufgabe, die Eigenscli£^ften 
dieser Vektoren zu untersuchen. 

Nun muß, unseren Grundannahmen zufolge, wie in jedem 
Felde, so auch hier das Integral der normalen Komponente der 
Induktion für jede geschlossene Flache gleich Null sein. Es 
muß also nicht nur überall die räumliche Divergenz, sondern 
auch an den Trennungsflachen verschiedener Körper die Flächen- 
divergenz (§ 24) von 8 verschwinden. Daraus folgt: die 
Normalkomponente von 8 durchsetzt stetig die 
Trennungsfläche zweier verschiedener Körper. 

Da femer das zu betrachtende Gebiet des Feldes stromlos 
ist, so muß das Linienintegral von § für jede in dem Ge- 
biete verlaufende geschlossene Kurve verschwinden. Es ist 
also nicht nur überall 

(172) curl # = 0, 

sondern außerdem ist an den Trennungsflächen verschiedener 
Körper der Flächenwirbel (§ 29) von ^ gleich Null. Daraus 
folgt: die Tangentialkomponenten von ^ durchsetzen 
stetig die Trennungsflächen zweier verschiedener 
Körper. 

Vergleicht man das in Rede stehende stromlose Gebiet 
des konstanten magnetischen Feldes mit dem von wahrer 
Elektrizität freien Gebiete eines elektrostatischen Feldes, so 
bemerkt man, daß hier die Heaviside-Hertzsche Analogie (§ 60) 
sich durchführen läßt. Der Gleichung 



entspricht 
der Gleichung 
entspricht 



div » « 
div 3) = 0, 
curl ^ = 
curl e -= 0. 



Auch in den Grenzbedingungen entsprechen sich die 
Vektoren S, §, deren Tangentialkomponenten, und die Vektoren 
S, 8, deren Normalkomponenten stetig sein müssen. Man 
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kann daher das im § 44 abgeleitete Brechangsgesetz der 
elektrischen Kraftlinien unmittelbar auf die magnetischen 
Kraftlinien übertragen. In dier Tat; sind cc^, cc^ die Winkel^ 
welche die magnetischen Vektoren zu beiden Seiten der 
Trennungsfläche mit einer der Flachennormalen einschließen^ 
so hat man 

I »1 1 cos «1 — I »2 1 cos «,, I ^1 1 sin «i = | §j | sin «,, 

daher 

(172a) tgai:tga, = /ii:/i2. 

Daß hier die Analogie sich vollständig durchführen läßt^ 
liegt an der Spezialisierung^ die wir einführten. Verschwindet 
die wahre Elektrizität^ so ist S quellenfrei , wie 8 es stets 
ist; verschwindet der elektrische Strom, so ist § wirbelfrei, 
wie es S im Falle des elektrischen Gleichgewichtes ist. Ob- 
wohl nun bei einer allgemeineren Problemstellung die Analogie 
versagt, so wird es doch nützlich sein, sich gerade im vor- 
liegenden Falle von ihr leiten zu lassen. 

Das wirbelfreie Feld ^ wird bestimmt sein, wenn man 
die Verteilung seiner Quellen kennt. Man setze die räumliche 
Divergenz von ^ gleich 4;r(>^, die Flächendivergenz an den 
Trennungsflächen verschiedener Korper gleich 4;rc7^. Es gibt 
dann q'^ die räumliche Dichte, (o'^^ die Flächendichte des 
freien Magnetismus an. 

Freier ^ Magnetismus ^ tritt nur dort auf, wo (i variiert. 
Denn an der Trennungsfläche zweier Körper derselben Per- 
meabilität wäre die Flächendivergenz von ^ derjenigen von 8 
proportional, die stets gleich Null ist. Und für das Innere 
der Körper folgt aus dem Verschwinden der Divergenz von 8 

= div 8 = div ii§ => div^ + (#Vft), 
daher 

(172b) 4:tp; = div § = - i- (§V,i). 

Es tritt demnach nur dort freier Magnetismus 
auf, wo die Permeabilität einen Gradienten besitzt. 
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d. h. in inliomogeiißu oder in ferromagnetischen Körpern und 
an der Grenzfläehe zweier Körper yersehiedener Permeabilität. 

Da das durch das Hereinbringen der Körper modifizierte 
Feld ^ Yon denselben Strömen erregt ist wie das ursprüngliche 
Feld ^Q, so ist § — ^0 wirbelfrei. Da aber §q keine Quellen 
besitzt^ sondern nur Wirbel, so sind die Quellen von ^ — ^o> 
wie diejenigen von §, nur in den hereingebrachten Körpern 
befindlich, nämlich dort, wo freier Magnetismus sich befindet. 
Das skalare Potential des Feldes § —■ ^o ^^^ ^a^er 

(172c) <P-.-/^+/-?^, 

entsprechend der Formel (138 a) fOr das skalare Potential des 
elektrosta'ititfchen Feldes. Kennen wir also die Verteilung des 
freien Magnetismns, so sind wir rermöge der Gleichung 

(172d) f-fo»-^^^ 

imstande, anzugeben, wie durch Hereinbringen der Körper in 
das stromlose Gebiet das magnetische Feld geändert ist; und 
zwar beziehen sich die Formeln sowohl auf das Feld außer- 
halb, wie auf das Feld innerhalb der hereingebrachten para-, 
dia- oder ferromagnetischen Körper. 

Wir können den Ausdruck für das skalare Potential des 
von diesen Körpern err^en Feldes § — ^o *^^ ^^^ Form 
bringen, welche der im § 47 für das Potential eines Di- 
elektrikums erhaltenen entspricht und eine entsprechende 
Deutung gestattet. Wir wollen bei der Umformung die Ver- 
änderungen der Permeabilität im Innern des betrachteten 
Körpersystemes als stetig ansehen und Unstetigkeiten nur an 
der Trennüngsfläche gegen den Äther zulassen. Wir führen 
einen neuen Vektor JB ein, den. wir. durch die Gleichung 

(173) iR«^{«_^} 

definieren und als„Magneti8ierung'' bezeichnen. Er entspricht 
dem im § 47 eingeführten Vektor tp der elektrischen Polarisation. 



234 Dritter Abschnitt. Das elektromagnetisclie Feld. § 63 

Wir können schreiben 

(173a) SR - x§, 

wo 

/t — 1 

^ = A 

die ^magnetische Suszeptibilität^^ genannt wird. Im 
leeren Räume ist die Snszeptibilität wie die Magnetisierung 
Null. Einen materiellen Körper, in dem der Vektor SR von 
Null yerschieden ist, bezeichnet man als magnetisiert. 
Da 8 durchweg quellenfrei ist, so folgt aus (173) 

(173b) q'„ dir W, 



m *^n? 



(173c) 

wo n die von der Begrenzungsfläche der magnetiai^^Hen Körper 
nach außen (nach dem Äther hin) gezogene iVormale be- 
zeichnet. Das Potential (172c) des magnetisierten Körpers 
wird jetzt 

^"^ J r ^J r ' 

Das Flächenintegral mit Hilfe der aus dem Gaußschen 
Satze abgeleiteten Gleichung (73) umformend, erhalten wir für 
g>^ ein über das Volumen des magnetisierten Körpers zu er- 
streckendes Integral 

(173d) 9„-/dt;(wv,|). 

Dieser Ausdruck für das skalare Potential eines 
magnetisierten Körpers entspricht durchaus dem in Formel 
(142 c) des § 47 für das Potential eines dielektrisch polari- 
sierten Körpers abgeleiteten. Wir können ihn in entsprechender 
Weise deuten, indem wir den Körper in seine Volumelemente 
zerlegt denken. Jedes Volumelement wird dann als Träger 
einer Doppelbelegung von freiem Magnetismus angesehen. 
Durch Superposition der Felder aller magnetisierten Volum- 
elemente erhält man mit Rücksicht auf Gleichung (80) 

(173e) §-§o = - ^aVm = V Jrft; (iRV, '-), 
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einen Ausdruck^ der das Feld des magnetisierten Körpers 
sowohl innerhalb wie aufierhalb richtig angibt. Nach den 
Koordinatenachsen zerlegend und die dnrch V^ angedeuteten 
Differentiationen nach den Koordinaten xyz des Anfpunktes 
ausführend, erhält man 
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Da ^0 durch (171a) gegeben ist, so bestimmt sich, wenn 
bekannt ist, hieraus das Feld %, und yermöge 

dann auch die magnetische Induktion im Innern des magneti- 
sierten Körpers. Die rechnerische Ermittelung der Magneti- 
sierung eines Körpers in einem gegebenen Felde ist allerdings 
meist keine einfache Aufgabe. 

Für eine in ein homogenes Feld ^q gebrachte Kugel läfit 
sich die Magnetisierung und das Feld bestimmen, genau so 
wie im § 48 das analoge elektrostatische Problem gelöst 
wurde. Man findet (vgl. Gleichimg 145), daß die entstehende 
Magnetisierung der Kugel homogen und zwar gleich 



3 ^ 



4« ft-f 2 



& 



ist. 

Im Innern der homogen magnetisierten Kugel befindet 

sich, wie aus (173b) hervorgeht, kein freier Magnetismus. 

Derselbe hat ausschliefilich auf der Oberfläche seinen Sitz, wo 



A 
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er, nach (173 c), mit der Dichte 

(173h) a,;.=J_t^^,cosfr 

verteilt ist; d' gibt dabei den Winkel an, den der Eugelradius 
an dem betreffenden Punkte der Oberfläche mit der Richtung 
des ursprünglichen Feldes ^^ einschließt. Die Flächendichte 
des freien Magnetismus ist Null am Äquator, sie ist auf der 
einen Kugelhälfte positiv, auf der anderen negativ; die vom 
Pole der negativ belegten Halbkugel nach dem der positiv be- 
legten weisende Richtung stimmt mit ^^ überein, wenn (i>l 
ist, sie weist ^q entgegen, wenn ft < 1 ist. 

§ 64. Der freie elektrische Strom und das Vektorpotential 

eines magnetisierten Körpers. 

Wir wollen das im vorigen Paragraphen behandelte Pro- 
blem noch von einem anderen Standpunkte aus diskutieren. 
Wir wollen der Lösung eine solche Form geben, daß bei ge- 
gebener Magnetisierung SR nicht sowohl die Feldstärke ^ — 1^^,. 
als vielmehr die magnetische Induktion 8 — 8q direkt bestimmt 
wird. Da in dem ursprünglichen Felde /a = 1, daher Bo"^ ^o. 
war, so folgt aus (173) und (173f) für die o^Eomponente 



».-»o. = 4;r«,+ /dt; 



a«i a«i a«- 

* dx* ^ **y dxdy ^ * dx dz 



Nun ist, nach der Poissonschen Gleichung 

sowohl im Innern des magnetisierten Körpers, als auch außer- 
halb, wo beide Seiten der letzten Gleichimg verschwinden. 
Wir erhalten daher 
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Diese Formel und die entsprechenden beiden für die y- 
Eomponente und die ^-Komponente geltenden schreiben wir in 
Vektorform 

(174) »-»o = curl{«-«o}7 

wo 

(174a) « - «0 = -Jdv [a»V,y = +Jd«[SR V,i] 

das Vektorpotential des magnetisierten Körpers dar- 
stellt. 

Diese durch formale Umrechnung der Resultate des vorigen 
Paragraphen erhaltene Darstellung des Feldes erfordert eine 
eingehendere Diskussion. Sie bestimmt direkt die vom magne- 
tisierten Körper herrührende Veränderung der maguetischen 
Induktion 8. Die Darstellung mit Hilfe des skalaren Poten- 
tiales ist offenbar auf stromlose Felder beschränkt^ in denen 

curl{§-§o}=0 

ist. Die Darstellung mit Hilfe des Vektorpotentiales stützt 
sich auf die quellenfreie Beschaffenheit des Vektors 8 und ist 
daher nicht auf stromlose Felder beschränkt^ sondern sie gilt 
allgemein für jedes konstante magnetische Feld. Wir wollen 
daher den Ausdruck für das Vektorpotential W direkt ableiten^ 
und zwar für beliebige Stromverteilung und für beliebige 
magnetisierbare Körper. Wir wollen dabei die in den §§ 61 
und 62 bemerkte Analogie der Vektoren S und 8 einerseits^ 
% und ^ anderseits deutlicher hervortreten lassen. 

Wie div % durch die wahre Elektrizität bestimmt wird, 
so wird curl % durch den elektrischen Strom bestimmt. Da 
aber im elektrostatischen Felde nicht S; sondern (& sich allgemein 
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als negativer Ghradient eines skalaren Potentiales darstellt ^ so 
wünscht man behufs Berechnung desselben nicht die Quellen 
Yon S^ sondern diejenigen von S zu kennen. Daher fuhrt 
man die Rechnungsgröfie ein, die man als ,,freie Elektrizität"" 
bezeichnet und deren Dichte der Divergenz yon (& proportional 
ist. Hier, im magnetischen Felde, ist 8 allgemein als Gurl 
eines Yektorpotentiales 91 darzustellen. Behufs Berechnimg 
dieses Yektorpotentiales müfiten wir die Wirbel yon 8 kennen. 
Zunächst kennen wir indessen nur die Wirbel yon §, die der 
wahren Stromdichte proportional sind. Daher führen wir eine 
Rechnungsgröße ein, welche die Verteilung der Wirbel yon 8 
anzeigt und welche wir als „Dichte des freien elektrischen 
Stromes" bezeichnen. Wir definieren, der Gleichxmg (169) 
für die wirkliche Stromdichte entsprechend, durch 

(176) curl» = ^ 

die „räumliche Dichte i' des freien Stromes^" und, da 
wir Unstetigkeitsfiächen in Betracht ziehen woUen, durch 

(175») [n, »1 - «J - ^ 

die „Flächendichte |' des freien Stromes"". Diese letztere 
Formel ergibt sich aus der in Gleichung (104) des § 29 für 
den Flächenwirbel erhaltenen; tt bezeichnet dabei einen Ein- 
heitsyektor, der nach der durch den Index 1 gekennzeichneten 
Seite der betreffenden Trennimgsfiäche fi2 zweier Körper hin- 
weist. Der freie Strom stimmt im ganzen Räume mit dem 
Wirbel des Vektors 8 überein, bis auf den uniyerseUen Faktor c. 
Der freie Strom ist demnach, ebenso wie der wirkliche Strom, 
im stationären Felde durchweg quellenfrei yerteilt. 

Aus den Resultaten der §§ 28, 29 erhalten wir jetzt das 
Vektorpotential 

(n6b) ,_i/M + i/M, 

wobei das erste Integral über den Raum, das zweite über die 
unstetigkeitsfiächen zu erstrecken ist. Da das Feld des freien 
Stromes als Wirbelfeld des Vektors 8 definiert ist, so folgt 
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nach § 28; daß die Gleichung 

(175c) div « - 

erfällt ist; wofern nur die Integration über das ganze Wirbel- 
gebiet Yon 8 erstreckt wird. Kennt man die Verteilung des 
freien Stromes^ so kann man das Yektorpotential und vermöge 

(175d) » = curl« 

die magnetische Induktion finden, ähnlich wie man bei Kenntnis 
der Verteilung der freien Elektrizität das skalare Potential 
und die elektrische Kraft des elektrostatischen Feldes bestimmen 
kann. FreiUch ist der freie Strom nur eine Bechnungsgröße; 
seine Verteilung ist keineswegs yon vornherein bekannt. 
Nach (175), (112) und (169) ist 

-^ = curl /i|^ « /i -^ + [Vft,|^], 
daher 
(175e) i' = /»i + i^[Vft,^].. 

Es tritt demnach dort freie Strömung auf, wo ein 
wirklicher Strom fließt oder die Permeabilität einen 
Gradienten besitzt; letzteres kann in inhomogenen sowie 
in ferromagnetischen Körpern stattfinden. Unstetigkeitsflächen 
mit fiächenhaft verteilter Strömung sind als extremer Grenzfall 
eines inhomogenen Körpers aufzufassen. 

Aus (175b, e) ergibt sich für den Fall einer stetig sich 
ändernden Permeabilität, d. h. räumlich verteilten freien Strom, 
der folgende Ausdruck des Vektorpotentiales 

(175f) « = 1/^ + ^/4? [V,., §]. 

Nur ein konstantes n darf in dem ersten Gliede vor das Inte- 
gralzeichen gesetzt werden, wodurch der Ausdruck, weil das 
zweite Glied verschwindet, in (170) übergeht. 

Wir wollen jetzt den freien Strom zu der MagnetisieruDg 
SR, die in (173) definiert wurde, in Beziehung setzen. Es ist 

— - curl {§ + 4jrSR} = — + 4;r curl SR, 
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Würde man die Eisenkugel beseitigen und statt dessen 
dieses fingierte Stromsystem anbringen^ so würde jetzt im 
Äther die Verteilung von 8 die gleiche sein wie vorher inner- 
halb und aufierhalb der Eisenkugel. Das Feld ^ aber würde 
jetzt innerhalb der Engel ein anderes sein. Wäre es hingegen 
möglich^ die durch (173h) gegebene Verteilung von freiem 
Magnetismus durch wahren Magnetismus im leeren Räume zu 
ersetzen^ so würde das Feld ^ innerhalb und außerhalb der 
Kugel jetzt im Äther das gleiche sein^ das vorher von der 
magnetisierten Eisenkugel erregt wurde. Die magnetische 
Induktion 8 aber hätte innerhalb der Kugel einen anderen 
Betrag. 

So dient die Einführung des freien Magnetismus zur 
Darstellung des Feldes ^^ die allgemeiner verwendbare des 
freien Stromes zur Darstellung des Feldes der magnetischen 
Induktion 8. 



§ 65. Die beiden Hauptgleichungen. 

Die erste Hauptgleichung war in der Form, die wir ihr 
gaben (169), auf stationäre elektrische Ströme beschränkt. 
Denn nur der stationäre Leitungsstrom ist quellen&ei verteilt^ 
wie es Gleichung (169) verlangt. In der Tat folgt aus (169) 
und (94), daß die Divergenz von i gleich Null ist. Ist der 
Leitungsstrom nicht quellenfrei, so ist es nicht möglich, ihn 
dem curl $ proportional zu setzen. Nun wissen wir aber 
(§ 54), daß ein nicht stationärer Strom im allgemeinen nicht 
durchweg quellenfrei ist. Während der stationäre Strom nur 
in geschlossenen Leitungskreisen zirkuliert, können wechselnde 
Ströme auch in offenen, etwa durch einen Kondensator unter- 
brochenen Bahnen fließen. Hier bilden die Kondensator- 
belegungen Quellen bzw. Senken des Leitungsstromes. Es ist 
daher nicht möglich, die Form (169) der ersten Hauptgleichung^ 
allgemein aufrecht zu erhalten. 

Wir bemerkten indessen bereits in § 54, daß in diesem 
Falle der Leitungsstrom seine Fortsetzung in dem Verschie- 
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buugsstrome findet^ daß Leitungsstrom und Yerschiebungsstrom 
zusammen eine quellenfreie Strömung bilden. Es ist mithin 
Yom Standpunkte der NahewirkungstiTeorie aus eine 
sehr plausible Annahme^ daß im allgemeinen^ für zeit- 
lich wechselnde Felder, der ^wahre Strom" c, der sich 
aus Leitungsstrom und Yerschiebungsstrom zusam- 
mensetzt, in der ersten Hauptgleichung den Leitungs- 
strom ersetzt. Das ist in der Tat die Annahme, welche 
Maxwell gemacht hat und welche die Maxwellsche 
Theorie yon den anderen, auf den Anschauungen der 
Fernwirkung aufgebauten elektrodynamischen Theo- 
rien unterscheidet. 

Jene Femwirkungstheorien ergaben für die Elektrostatik 
sowie für stationäre elektrische Ströme Resultate, die mit 
denen der Maxwellschen Theorie übereinstimmten; nur die 
Literpretation war eine andere. Dort sah man die Potentiale, 
das skalare Potential bzw. das Yektorpotential, als das primäre 
an, die Erweiterung der Theorie auf ungeschlossene Leitungs- 
ströme suchte man durch Korrektion der Potentiale zu erzielen. 
Die Maxwellsche Theorie, welche die elektromagnetischen 
Yektoren als die fundamentalen Grrößen betrachtet, nimmt die 
Erweiterung in den differentiellen Yerkettungsgleichungen vor 
und gelangt so zu der erweiterten ersten Hauptgleichung: 

(177) curl§=^.f. 

Der Wirbel der magnetischen Feldstärke ist dem 
wahren Strome proportional. 

Wir ziehen zunächst nur ruhende Körper in Betracht und 
haben daher Konyektionsströme nicht zu berücksichtigen, 
sondern für den wahren Strom c den Ausdruck (157) zu setzen: 

(177a) eurl^-ifi + ^^ 

ist die allgemeinste Form der ersten Hauptgleichung 

für ruhende Körper. 

Die zweite Hauptgleichung der Maxwellschen Theorie 

16 • 
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«rgibt sicli aus dem Faradajsclien Induktionsgesetz. Wir 
haben dasselbe bereits im § 61 bei der Definition des Vektors 
fi herangezogen , *haben aber dort nur von dem Zeitintegrale 
des Stromes gesprochen, der bei Erregung eines magnetischen 
Feldes in einem linearen Leiter induziert wird. Das Faradajsche 
Induktionsgesetz reicht aber weiter^ es bezieht sich auf beliebig 
veränderliche magnetische Felder. 

Wir denken uns in einem solchen Felde einen geschlossenen 
linearen Leiter. Dieser Leiter bilde die Umfangslinie eines 
Flächenstückes, welches so gelegt ist, daß jede Induktionslinie 
des Feldes die Fläche nicht mehr als einmal durchschneidet. 
Nach dem Faradayschen Induktionsgesetz wird dann in dem 
Leiter eine elektromotorische Integralkraft induziert, die der 
zeitlichen Abnahme der Zahl der die Fläche durchsetzenden 
magnetischen Induktionslinien proportional ist. Der Durch- 
setzungssinn der Induktionslinien und der Sinn der elektro- 
motorischen Kraft im Leitungskreise sind einander wieder 
durch eine Bechtsschraube zugeordnet (vgl. § 61). 

Wir können die induzierte elektrische Kraft zunächst als 
eingeprägte Kraft im Sinne des § 56 einfahren. Bezeichnen 
wir sie mit «', ihr Integral längs des geschlossenen Heises 
mit E^f so lautet die Formulierung des Induktions- 
gesetzes 



E' ^Jw.ds ^J^f 
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dt 

Der universelle Faktor — ist hier eingeführt, um die Über- 

einstimmung mit den Definitionen des § 61 zu erzielen. 

Im § 56 sahen wir, daß die totale elektrische Feldstärke 
6, welcher die Dichte des Leitungsstromes proportional ist, 
sich zusammensetzt aus der von der Ansammlung freier 
Ladungen herrührenden „elektrostatischen Kraft" @* und der 
durch chemische oder thermische Inhomogenität des Leiters 
bedingten eingeprägten oder elektromotorischen Kraft 6*. In- 
dem wir nun die durch Veränderung des Magnetfeldes ent- 
stehende induzierte Kraft 6* als der elektromotorischen Kraft 
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6* gleichwertig betrachten, haben wir zu setzen 

e^(t + e' + (B\ 

Da 6*, die ^^elektrostatische Kraft'^, stets wirbelfrei ver- 
teilt ist, so fällt sie bei Integration längs des linearen Leiters 
heraus und es wird 

Das soeben formulierte Induktionsgesetz verknüpft nun das 
Linienintegral E^ mit der zeitlichen Änderung des Induktions- 
flusses^ welchen die Kurve s umschlingt. An Stelle des Linien- 
integrales von 6* tritt der Wirbel dieses Vektors, wenn wir zu 
unendlich kleinen Gebietsteilen übergehen und auf diese das 
Integralgesetz der Induktion mit Hilfe des Stockesschen Satzes 
(§ 27) übertragen. Es wird dann 

(178) curMlg-e«} llf. 

Diese differentielle Form des Induktionsgesetzes 
stellt für ruhende Körper die zweite Hauptgleichung 
des elektromagnetischen Feldes dar. 

Das Integralgesetz, aus dem wir sie ableiteten, bezog 
sich zunächst nur auf einen geschlossenen Leitungskreis. In- 
dessen liegt, vom Standpunkte der Nahewirkungstheorie aus, 
die Auffassung nahe, daß elektrische Kräfte durch Veränderung 
des Magnetfeldes im Räume auch dann erregt werden, wenn 
kein Leiter anwesend ist, und daß wir des Leitungskreises nur 
bedürfen, um das erregte elektrische Feld beobachten zu können. 
Dieser Auffassung entsprechend sieht die Maxwellsche Theorie 
die Hauptgleichung (178) für alle Punkte des Raumes als 
gültig an. 

Bilden wir in (178) beiderseits die Divergenz, so folgt 
nach (94) 

^dive = o. 

Wir können also zunächst nur schließen, daß die Divergenz 
von fR an allen Punkten des von ruhenden Körpern ei^llten 



246 Dritter Abschnitt. Das elektromagnetische Feld. § 65 

Feldes konstant ist. Machen wir indessen die Annahme, daß 
zu einer früheren Zeit einmal das betreffende Yolumelement 
von magnetischer Erregung frei war, so gelangen wir zu der 
Gmndgleichung (165) zurück: 

(178a) div»==0. 

Wie bereits im § 61 erwähnt wurde, kann die Hypothese 
eines unmagnetischen Anfangszustandes Bedenken erregen, 
wenn permanente Magnete sich im Felde befinden; dennoch 
werden wir auch bei ferromagnetischen Körpern den Vektor 
8 als quellenfrei betrachten, wahren Magnetismus demnach 
ausschließen. 

Stellt man die zweite Hauptgleichung (178) der ersten 
(177 a) gegenüber, so fällt die Hertz-Heavisidesche Analogie 
der Vektoren ü und ^ einerseits, S und 8 anderseits auf. 
Auf der linken Seite steht in der Tat jedesmal der Curl der 
Feldstärke @ bzw. $, auf der rechten steht die zeitliche Ände- 
rung der Vektoren S bzw. ©. Die Symmetrie wird nur ge- 
stört durch das Fehlen des magnetischen Leitungsstromes und 
durch die hiermit zusammenhängende, dßm Vektor fR auferlegte 
Bedingung der Quellenlosigkeit, der S im allgemeinen nicht zu 
genügen braucht. Man kann indessen diese Lücken der Analogie 
äußerlich verhüllen, indem man, mit dem Begriffe des „wahren 
elektrischen Stromes^' operierend, der Form (177) der ersten 
Hauptgleichung die zweite in der Form gegenüberstellt 

(178b) curlfe-e*}--— .g, 

und 

(178c) 9= ' ^* 



4« dt 

als „Dichte des wahren magnetischen Stromes^^ be- 
zeichnet. Führt man dann noch in (177) eingeprägte magne- 
tische Kräfte ein, wovon wir hier noch absehen wollen, so ist 
die Analogie vollkommen, nur das Vorzeichen ist in der zweiten 
Hauptgleichimg ein anderes als in der ersten. 

Diese Verschiedenheit des Vorzeichens ist eng mit dem 
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Mechanismus der elektromagnetischen Wechselwirkungen ver- 
knüpft. Die beste Übersicht über die Yorzeichenverhaltnisse 
wird man aus den nachstehenden vier Figuren erhalten , von 
denen Abb. 10a die Amperesche Schwimmregel für einen 
geradlinigen Strom vor Augen führt. Abb. 10b zeigt, was 
aus der Ampereschen Schwimmregel für die Richtung des von 
einem elektrischen Ereisstrome erregten magnetischen Feldes 
folgt. Die Ampferesche Regel ist in der Formel (168) für das 
Feld eines linearen Stromes enthalten. Stromrichtung in den 
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Leiterelementen, Radiusvektor nach dem Au^unkt und mag- 
netische Feldrichtung entsprechen sich wie Daumen, Zeige- 
finger und Mittelfinger der rechten Hand. 

Eine analoge Yorzeichenregel über die Richtung der mit 
einem magnetischen Strome verbundenen elektrischen Kraft 
liefert uns das Lenzsche Gesetz. Ihm zufolge ruft der indu- 
zierte elektrische Strom selbst eine magnetische Induktion 
hervor, die dem erregenden magnetischen Strome entgegen- 
gesetzt gerichtet ist. Auf Grund dieses Gesetzes geht für die 
Richtung der mit einem geradlinigen magnetischen Strom ver- 
bundenen elektrischen Kraft Abb. 10 c aus 10b , für einen 
magnetischen Kreisstrom Abb. lOd aus 10a hervor. Für den 
magnetischen Strom und die zugehörige elektrische 
Kraft kehrt sich also die Amperesche Schwimmregel 
um. Dem entspricht das entgegengesetzte Vorzeichen in den 
beiden Hauptgleichungen. 
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Daß wir bei der Festlegung der Richtung der magne- 
tischen Vektoren stets von rechter oder linker Hand, von 
ßechtsschraube oder Linksschraube reden müssen, läßt schon 
vermuten, daß hier axiale Vektoren eine Rolle spielen. Das 
ist in der Tat der Fall. Wir erkannten schon in § 26, daß 
der Curl eines polaren Vektors stets axialer, der Curl eines 
axialen Vektors stets polarer Natur ist. Nun müssen wir un- 
bedingt annehmen, daß die Vektoren @, i und S zu derselben 
Art von Vektoren gehören; denn auch in isotropen Körpern 
ruft ein elektrisches Feld Leitungsstrom bzw. elektrische 
Verschiebung hervor, es kann aber nur in Körpern von 
schraubenartiger Struktur ein polarer Vektor einen axialen, 
oder ein axialer Vektor einen polaren erregen. Aus demselben 
Grunde müssen die beiden magnetischen Vektoren ^, 8 Vek- 
toren derselben Art sein. Demgemäß lassen die Differential- 
gleichungen des elektromagnetischen Feldes nur zwei Möglich- 
keiten offen: entweder alle elektrischen Vektoren sind 
polarer und alle magnetischen axialer Art; oder alle 
magnetischen Vektoren sind polarer, alle elektrischen 
axialer Art. Wir hatten bereits in § 35 die erstere Alter- 
native bevorzugt. In der Tat wirkt im homogenen elektrischen 
Felde auf ein geladenes Probekügelchen eine translatorische 
Kraft, während eine Magnetnadel im homogenen Magnetfelde 
nur Drehkräften unterworfen ist. Es liegt hiemach nahe, mit 
Maxwell die elektrische Kraft als polar, die magnetische als 
axial anzusehen. 

Ein bündigerer Beweis dafür, daß die erstere Alternative 
zutrifft, läßt sich auf Grund der Existenz des sogenannten 
Hall-Effektes erbringen. In einer dünnen Metallplatte fließe 
ein elektrischer Strom; diesem parallel ist zunächst das elek- 
trische Feld in der Platte gerichtet. Nun errege man ein inten- 
sives Magnetfeld, dessen Kraftlinien die Plattenebene senkrecht 
durchschneiden. Alsdann entsteht in der Platte ein transversales 
elektrisches Feld, dessen Richtung sich umkehrt, wenn entweder 
der Strom kommutiert oder das Magnetfeld umgekehrt wird. 
Nun kann ein polarer Vektor und ein axialer mit einer auf 
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jenem senkrechten Achse sehr wohl einen dritten polaren 
Vektor bestimmen; denn die Richtung des letzteren kann ein- 
deutig gekennzeichnet werden durch die Festsetzung^ daß sie 
erhalten wird, wenn man die Richtung des ersten, polaren 
Vektors um einen Rechten in dem durch den zweiten, axialen 
Vektor festgelegten Sinne dreht. Dieser dritte Vektor wird 
dann sowohl bei Umkehrung der Richtimg des ersten, wie 
auch bei Umkehrung des Drehsinnes des zweiten Vektors die 
Richtung umkehren. Dieser Möglichkeit entspricht der Hall- 
EflFekt, wenn man den elektrischen Vektoren polare, den magne- 
tischen axiale Natur zuschreibt. Hingegen ist es nicht denkbar, 
daß ein axialer Vektor zusammen mit einem auf ihm senk- 
rechten polaren eindeutig den Drehungssinn um eine Achse 
bestimmt, die senkrecht auf der Achse des ersten und der 
Richtung des zweiten Vektors ist. Denn spiegelt man dieses 
Gebilde an der Ebene, die durch die Richtung des zweiten 
und die Achse des dritten Vektors geht, die mithin auf der 
Achse des ersten senkrecht steht, so bleibt die Richtung des 
zweiten und der Drehsinn des ersten unverändert, der Drehsinn 
des dritten aber kehrt sich um. Es ist daher nicht möglich, daß 
in einem isotropen Körper ein polarer Vektor zusammen mit 
einem axialen in der angenommenen Weise einen dritten axi- 
alen Vektor bestimmt. Das kann nur in solchen anisotropen 
Körpern stattfinden, in denen zwei spiegelbildlich einander ent- 
sprechende Felder nicht als gleichwertig zu betrachten sind. 
Es ist also mit der Existenz des Hall -Effektes in isotropen 
Metallen die Annahme nicht vereinbar, daß die elektrische 
Kraft ein axialer Vektor ist. Der Hall-Effekt entscheidet 
zugunsten der ersten der beiden mit den Grund- 
gleichungen verträglichen Möglichkeiten: die elek- 
trischen Vektoren sind polarer, die magnetischen 
axialer Art. 

Da die Divergenz eines polaren Vektors ein richtiger 
Skalar, die Divergenz eines axialen Vektors hingegen ein 
Pseudoskalar ist (§ 8), so haben wir die Dichte der wahren 
Elektrizität als Skalar im eigentlichen Sinne des Wortes zu 
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betrachten. Die Dichte des wahren Magnetismus hin- 
gegen würde, wenn sie von Null verschieden wäre, 
ein Pseudoskalar sein, der beim Übergang von einem 
Rechtssjstem zu einem Linkssystem das Vorzeichen 
wechselte. Der wahre Magnetismus könnte daher niemals als 
Maß der Menge einer Substanz oder auch nur als Maß der 
zeitlichen Zunahme oder Abnahme einer solchen Menge be- 
trachtet werden. Durch diese Bemerkung wird allen Fluidums- 
hypothesen des Magnetismus der Boden entzogen. Der Maxwell- 
schen Theorie, welche wahren Magnetismus von vornherein als 
nicht existierend betrachtet, liegt allerdings die Einführung 
einer solchen Hypothese auch ohnedies sehr fem. 

§ 66. Die Differentialgleichnngen des elektromagnetischen 

Feldes für ruhende Körper. 

Die Hauptgleichungen (177 a) und (178) sind zunächst 
nur ein allgemeines Schema; dasselbe wird erst durch Hinzu- 
fügung der Beziehungen ausgefüllt, die einerseits die elektrische 
Feldstärke (B mit der elektrischen Stromdichte bzw. der elek- 
trischen Verschiebung S, anderseits die magnetische Feldstärke 
^ mit der magnetischen Induktion 8 verknüpfen. Nun ist im 
elektrostatischen Felde nach (136) 

femer gilt für stationären elektrischen Strom gemäß dem Ohm- 
sehen Gesetz 

dabei sind die Dielektrizitätskonstante b und die Leitfähigkeit 6 
Konstanten, die das elektrische Verhalten des betreffendeii iso- 
tropen Körpers kennzeichnen. Auch die magnetischen Vektoren 
© und § werden (vgl. § 60) einander proportional gesetzt: 

doch ist die so definierte Permeabilität ^ nur für diamagne- 
tische und paramagnetische Körper wirklich konstant, für ferro- 



§ 66 Erstes Kapitel. Die magnetischen Vektoren. 251 

magnetische Körper aber hängt sie nicht nur von dem momen- 
tanen Felde, sondern auch von der Vorgeschichte des Feldes ab» 
Wir schließen daher ferromagnetische Körper hier aus- 
drücklich aus, indem wir uns vorbehalten, im vierten Ab- 
schnitte auf dieselben zurückzukommen. Die Maxwellsche 
Theorie nimmt nun an, daß die Proportionalität der 
elektrischen Vektoren 6, S, i einerseits, der magne- 
tischen Vektoren $, 8 anderseits, die für statische 
und stationäre Felder durch die Erfahrung bestätigt 
wird, auch für beliebig rasch wechselnde Felder gilt. 
Führt man diese Annahme in die Hauptgleichungen (177 a), 
(178) und (178a) ein, so erhält man die Differential- 
gleichungen des elektromagnetischen Feldes für 
ruhende Körper in der Heaviside-Hertzschen Form: 

<179) T^ = curl§-ij-^«, 

(179a) _^j||^curl{«-«^}, 

(179b) divf*^ = 0. 

Die dritte Gleichung schränkt allgemein die räum- 
liche Verteilung des magnetischen Feldes ein. Ist die 
momentane Verteilung des magnetischen und des elek- 
trischen Feldes gegeben und sind die eingeprägten 
elektrischen Kräfte bekannt, so bestimmen die beiden 
ersten Differentialgleichungen eindeutig die zeitliche 
Änderung des elektrischen Vektors @ und des magne- 
tischen Vektors ^ an allen Punkten des Feldes. Sie 
bestimmen daher die aus einem Anfangszustande des 
Feldes entstehenden Folgezustände. 

Wir sind zu diesen Grundgleichungen der Elektrodynamik 
auf synthetischem Wege gelangt, indem wir von den durch 
die Erfahrung bestätigten Gesetzen des elektrostatischen Feldes 
und des magnetischen Feldes stationärer Ströme ausgingen 
und diese Gesetze in einer zwar hypothetischen, aber doch 
Fom Standpunkte der Nahewirkungstheorie aus plausiblen 
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Weise verallgemeinerten. Ein Beweis, daß diese Gleichungen 
nun auch für ein jedes elektromagnetische Feld gelten, läßt 
sich auf Grund der auf statische und stationäre Felder bezüg- 
lichen Erfahrungen selbstverständlich nicht erbringen. Die 
Maxwellsche Theorie unterscheidet sich ja gerade durch die 
Einführung des Versehiebungsstromes in die erste Haupt- 
gleichung wesentlich von den in dem Boden der Femwirkung 
wurzelnden Theorien, welche im Gebiete der Elektrostatik und 
des stationären Stromes die Erscheinungen ebenso gut dar- 
stellen. Der Verschiebungsstrom ist aber der zeitlichen 
Änderung von @ proportional; er wird gegenüber dem 
Leitungsstrome um so mehr zur Geltung gelangen, je 
schneller die zeitlichen Andenmgen des Feldes erfolgen. Da- 
her waren die von Heinrich Hertz entdeckten, schnellen elek- 
trischen Schwingungen für die experimentelle Prüfung der 
Maxwellschen Theorie von so großer Bedeutung. 

Der Beweis der Grundgleichungen wird nicht anders zu 
erbringen sein als durch Entwickelung der Folgerungen, die 
sich für rasch wechselnde Felder aus ihnen ergeben. Wir 
werden in den folgenden Kapiteln, insbesondere im dritten 
Kapitel dieses Abschnittes sehen, daß sich dieselben in guter 
Übereinstimmung mit den Tatsachen befinden. 

Die Erweiterungen, die man neuerdings der Maxwellschen 
Theorie gegeben hat, lassen das Schema der Hauptgleichungen 
(177) und (178) unverändert. Sie füllen es aber in einer 
etwas anderen Weise aus, indem sie die Beziehungen zwischen 
der elektrischen Feldstärke @ und dem Leitungsstrom oder 
dem Verschiebungsstrom erweitem. Das erweist sich für an- 
isotrope Körper als notwendig, sowie auch z. B. wenn man 
den oben erwähnten Hall-Effekt mathematisch zur Darstellung 
bringen will. Auch in der elektromagnetischen Lichttheorie 
hat man behufs der Erklärung der Dispersionserscheinungen 
die einfache Proportionalität der elektrischen Feldstärke und 
der elektrischen Verschiebung aufgegeben. Daher haben wir 
es zweckmäßig gefunden, hier zunächst die beiden Haupt- 
gleichungen zu entwickeln und erst dann zu den Differential- 
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gleichungen des elektromagnetischen Feldes herabzusteigen^ 
welche der Maxwellschen Theorie in engerem Sinne eigen- 
tümlich sind. 

Die Ausdrücke für die elektrische Feldenergie (146) und 
für die magnetische Feldenergie (162) konnten bisher als 
einigermaßen willkürlich gewählt erscheinen. Wir wollen jetzt 
zeigen, daß dem Energieprinzip genügt wird, wenn man die 
Energie eines elektromagnetischen Feldes der Summe der 
elektrischen Energie V und der magnetischen Energie T 
gleichsetzt: 

(180) W^V+T, 

wo 

(180a) U = ^Jdv (« 3)) - ^Jdv e «^ 

(180b) T = ^Jdv (§«) = ^fdvii^K 

Wir führen den Beweis, indem wir die zeitliche Zunahme 
der Größe W berechnen und uns davon überzeugen, daß sie 
für ein abgeschlossenes elektromagnetisches Feld der Differenz 
der von den elektromotorischen Kräften (S^ geleisteten Arbeit 
und der pro Zeiteinheit in den Leitern entwickelten Jouleschen 
Wärme gleich ist. Es ist 



dW ^ 
dt "" 4 



^^l('l?«) + ("l!e))- 



Setzt man hier für s -^ und n -^ die durch die beiden ersten 
Feldgleichungen 179, 179 a gegebenen Werte ein, so erhält man 

dW 



dt 



i^Jdv { (« curl §) - (§ curl «) } 
i^Jdv (§ curl eO -fdv6 «*. 



Das erste Integral auf der rechten Seite wird mit Hilfe der 
allgemeinen Formel (102 a) in ein über die Begrenzungsfläche 
des Feldes erstrecktes Oberflächenintegral umgewandelt, näm- 
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lieh in 



-^fdfm\. 



Auf 6rand derselben Formel geht das zweite Integral der 
rechten Seite über in 

+ ^ßn^^l + £ßv (e* curl §), 

• 

was mit Rücksicht auf (179) ergibt 

+ T;,fdn®'§1+fdvi(S't), 

wenn wiederum, was hier zweckmäßig ist, die Dichte des 
wahren Stromes 

eingefdhrt wird. 

Das dritte Glied der rechten Seite endlich gibt die in 
dem ganzen Felde entwickelte Joulesche Wärme an; denn 
diese beträgt 

(180 c) Q ~fdv (i «) = Jd v a ««. 

Wir erhalten also schließlich 

(i80d) ^^^^-^Jdf[e-(s^,§i+fdv(e^t)-Q. 

Wir denken uns nun das ganze Feld in eine Fläche ein- 
geschlosseu; welche im Verlaufe des ganzen Vorganges niemals 
von einer magnetischen Erregung erreicht wird. Für das von 
der Fläche eingeschlossene System geht (180d) über in 

(180e) ^^Jdv{^i)^Q, 

Wir wollen zunächst den speziellen Fall ins Auge fassen, 
wo eingeprägte Kräfte @^ nicht vorhanden sind. Dann besagt 
die zuletzt erhaltene Gleichung: Die zeitliche Abnahme der 
Größe W ist der entwickelten Jouleschen Wärme gleich. Da 
es sich hier um ruhende Körper handelt, wo weder kinetische 



N 
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Energie ponderabler Massen noch etwa eine Arbeitsleistung 
ponderomotorischer Kräfte in Frage kommt^ so kann nach 
dem Energieprinzip die Größe W ntir durch eine additive 
Konstante vom Werte der elektromagnetischen Energie ab- 
weichen; doch ist es das einfachste, diese so zu wählen, daß 
sie mit verschwindendem elektromagnetischen Felde gleich Null 
wird. So ergibt sich denn, wenigstens falls eingeprägte Kräfte 
^ fehlen, der Ausdruck (180) für die gesamte elektromagne- 
tische Energie mit Notwendigkeit aus den Feldgleichungen. 

Wenn nun die Maxwellsche Theorie diese ßesamtenergie 
in bestimmter Weise, nämlich mit der Dichte 

(180f) ^ = -g^j^«2 + ^^2J 

über das Feld verteilt denkt, so liegt hierin allerdings eine 
gewisse Willkür. Wir hatten für gewisse spezielle Felder auch 
andere Annahmen über die Verteilung als zulässig erkannt. 
Doch dürfte der Ansatz (ISOf) für die Energiedichte sich 
kaum durch einen andern, ebenso einfachen, ersetzen lassen, 
welcher die Energie des Volumelementes nur von den daselbst 
herrschenden Feldstärken abhängig macht. 

Nicht ganz so einfach liegt die Sache, wenn eingeprägte 
Kräfte 6* wirken. Die nächstliegende Deutung der Beziehung 
(ISOe) ist dann die folgende. 

Das erste Glied der rechten Seite stellt die von den ein- 
geprägten elektromotorischen Kräften 6* pro Zeiteinheit im 
ganzen Felde geleistete Arbeit dar: 

(180g) ^=P„(«.,)=Jdt,(g*,i+^); 

es leisten nach dieser Auffassung die elektromotorischen Kräfte 
nicht nur dann Arbeit, wenn ein Leitungsstrom, sondern auch 
dann, wenn ein Verschiebungsstrom den Körper durchströmt, 
in dem jene Kräfte ihren Sitz haben. Die Gleichung (ISOe) 
besagt nun: Die zeitliche Zunahme, welche die durch (180) 
definierte Größe W erfährt, ist gleich dem Überschuß der von 
den eingeprägten elektrischen Kräften geleisteten Arbeit über 



256 Dritter Abschnitt. Das elektromagnetische Feld. § 66 

die Joulesche Wärme. Die elektrische Energie ist dabei durch 
die totale elektrische Kraft @ bestimmt , in welcher die ein- 
geprägte Kraft e* mitgerechnet ist. Diese Annahme wird 
natürlich nur dann zulässig sein, wenn die elektrische Ver- 
schiebung dem Vektor (B proportional ist. 

Es ist jedoch noch eine zweite, von jener abweichende 
Deutung der Beziehung (180e) möglich. Wirken die ein- 
geprägten Kräfte CP bei der elektrischen Verschiebung S mit, 
so wird, nach Analogie von (161), zu setzen sein 

WO &y gemäß (179 a), in statischen oder stationären elektrischen 
Feldern wirbelfrei ist. Da jedoch die eingeprägte Kraft während 
des betreffenden elektromagnetischen Vorganges konstant ge^ 
halten zu denken ist, so ist 

dt) B dot 8 ar 

dt 49r dt 49r dt 

Man kann nun auch, in (180e), den Anteil des Verschiebungs- 
fitromes auf die linke Seite schaffen und erhält so 

/fi|('^*) + (^^e)l =>(«•.)-«. 

Diese Form der Energiegleichung gestattet die Deutung, daß 
nicht (180g), sondern 

(180h) ^ ^fdvim) 

die Arbeitsleistung der eingeprägten Kräfte darstellt, und daß 
für die Energie, statt (180), zu setzen ist: 

(180i) W =f^ { 6(« -«•)» + p§« } . 

Der zweite Ansatz (180h) für die Arbeitsleistung der einge- 
prägten Kräfte ist von dem ersten nur dann verschieden, wenn dort, 
wo eingeprägte Kräfte wirken, ein Verschiebungsstrom stattfindet. 
Nach der ersten Annahme leisten die eingeprägten Kräfte dann 
A^rbeit, nach der zweiten nicht; je nachdem man jener oder dieser 
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Annahme sich ^nschließti hat man im Ausdrucke der elek- 
trischen Energie die eingeprägte Kraft (E^ mitzurechnen oder 
nicht. Man kann zwischen den beiden Annahmen wohl nur 
auf Grund spezieller Vorstellungen über die Wirkungsweise 
der eingeprägten Kräfte entscheiden. 

In einer wässerigen Lösung eines Elektrolyten wirken 
nach der osmotischen Theorie die osmotischen Kräfte (fi' nur auf 
die gelösten Ionen, welche den Leitungsstrom bilden. Finden 
nun elektrische Schwingungen in dem Lösungsmittel statt, so 
ist der Yerschiebungsstrom wesentlich durch das Lösungs- 
mittel bedingt, auf welches die osmotischen Kräfte nicht 
wirken. In diesem Falle wird also eine Arbeitsleistung der 
eingeprägten Kräfte nur beim Leitungsstrom, nicht beim Ver- 
schiebimgsstrom in Rechnung zu ziehen sein, entsprechend der 
zweiten Auffassung. Hier ist allerdings die Verschiebung 3) 
nicht dem Vektor @, sondern (B' proportional, so daß von 
vornherein der Energieausdruck (180i) als der zutreffende 
erscheint. 

§ 67. Maßeinheiten und Dimensionen. 

Wir erkannten im § 59, daß die verschiedenen absoluten 
Einheitssysteme der elektrischen Größen sich durch die Einheit 
und Dimension kennzeichnen ließen, welche der Dielektrizitäts- 
konstanten € zugeschrieben werden. Das sogenannte elektro- 
statische Maßsystem betrachtet 6 als reine Zahl, deren Wert 
für den leeren Raum gleich 1 gesetzt wird. Wir wollen jetzt, 
nachdem wir die Verkettungsgleichungen der elektrischen und 
magnetischen Größen kennen gelernt haben, eine Übersicht 
über die verschiedenen absoluten Maßsysteme geben. In den 
Verkettungsgleichimgen (179), (179a) kommen außer s noch 
zwei Größen fi und c vor, über deren Dimension wir noch 
nichts ausgesagt haben; wir haben deren Dimension gerade 
dainim zunächst imbestimmt gelassen, weil wir der Wahl des 
Maßsystemes nicht vorgreifen wollten. Wir wurden indessen 
durch das Energieprinzip dazu veranlaßt, die Konstante c in 

Abraham, ThBorie der Elektrizität. L 3. Aafl 17 
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diejeninge von b ausdrückt. Dabei gehen dann stets ganzzahlige 
Potenzen einer Geschwindigkeit ein. So kommt es, daß die 
Dimensionen des elektrostatischen und elektromagnetischen 
Systemes, die man durch Unterdrückung von e bzw. ft in der 
ersten bzw. zweiten Spalte erhält, sich durch ganzzahlige 
Potenzen einer Geschwindigkeit unterscheiden. Man hat z. 6., 
um eine elektromagnetisch gemessene Stromstärke auf elektro- 
statisches Maß umzurechnen, mit einer Geschwindigkeit zu 
multiplizieren; diese Geschwindigkeit hat man experimentell 

cm 

gleich 3 X 10^® — gefunden. Die gleiche Geschwindigkeit 

sec 

bzw. eine ganze positive oder negative Potenz derselben tritt 
bei der Umrechnung der anderen Größen auf. 

Während in diesen Systemen entweder die elektrischen 
oder die magnetischen Größen bevorzugt werden, werden in 
dem Gaußschen Maßsysteme elektrische und magnetische 
Größen paritätisch behandelt. Es werden nämlich die Eon- 
stanten € und ft beide als reine Zahlen betrachtet, wodurch 
dann c nach (181) die Dimension einer Geschwindigkeit erhält, 
deren Zahlwert gleich 3 X 10^^ ist. Elektrische und magnetische 
Feldstärke werden hier beide gleich der Wurzel aus einer 
Energiedichte, wahre und freie Elektrizität werden dimensions- 
gleich, ebenso wahrer und freier Strom. Die Dimensionen 
dieses auch von H. Hertz zugrunde gelegten Maßsystemes finden 
sich in der dritten Spalte der Tabelle. Der von den neueren 
Weiterbildungen der Maxwellschen Theorie gemachten An- 
nahme, daß das elektromagnetische Feld eigentlich als Feld im 
Äther zu betrachten ist, das nur durch die in der Materie ent- 
haltene Elektrizität bzw. durch deren Bewegung modifiziert 
wird, paßt sich dieses Dimensionssystem am besten an. Denn 
@ und £, ^ und 8 werden hier wesensgleich, s und fi sinken 
daher zum Range dimensionsloser Größen herab, deren Zahl- 
wert für den Äther gleich 1 gesetzt wird. Dieses Gaußsche 
Maßsystem wird daher den weiteren Entwickelungen zugrunde 
gelegt werden. 



% 68 Zweites Kapitel. Elektrodynamik quasistationärer Ströme. 263 

Zweites Kapitel. 
Elektrodynamik quasistationärer Ströme. 

§ 68. Die Anwendung des Vektorpotentiales in der 

Elektrodynamik. 

Wir stellen uns in diesem Kapitel die Aufgabe, den zeit- 
lichen Verlauf elektrischer Ströme in ruhenden Leitern zu unter- 
suchen. Den im Yorigen Kapitel entwickelten Anschauungen 
gemäß haben wir uns die Wechselwirkung zweier elektrischer 
Ströme folgendermaßen vorzustellen. Der erste Strom erzeugt; 
der ersten Hauptgleichung entsprechend, ein magnetisches Feld 
^. Dieses gibt zu einem Induktionsflusse durch den zweiten 
Leiter Veranlassung, der wesentlich von der Permeabilität der 
im Felde befindlichen Körper abhängt. Solange als der In- 
duktionsfluß durch den zweiten Leiter konstant ist, beeinflußt 
er den daselbst zirkulierenden Strom nicht; ändert sich aber 
der Induktionsfluß, d. h. die Zahl der Yom zweiten Leiter um- 
schlungenen Induktionslinien, so wird in diesem Leiter eine 
elektromotorische Kraft induziert. Das Linienintegral der indu- 
zierten elektromotorischen Kraft ist nach dem Induktions- 
gesetze (vgl. § 65) fiir einen ruhenden Leiter 

(182) E'=fiSf,ds = -^^JfbJf, 

wenn 9 die Leitlinie des geschlossenen Stromkreises, f die 
umrandete Fläche bedeutet. 

Nun läßt sich der stets quellenfreie Vektor 8 als Curl 
des Vektorpotentiales Ä darstellen. Wir haben in den §§ 62 
und 64 gelernt, für ein stationäres magnetisches Feld das 
Vektorpotential zu berechneü, wenn die Stromverteilung bzw. 
die Magnetisierung der Körper bekannt war. Nach dem Stokes- 
schen Satze (§ 27) erhalten wir für den Induktionsfluß 

(182 a) J^n^f =f^^^ n^^f-J^ßs, 
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und somit für die längs der geschlossenen Leitlinie integrierte 
elektromotorisclie Kraft (182) 

(182b) E'=Jv,ds = -\^J%,ds. 

Die in einem geschlossenen Stromkreise indu- 
zierte elektromotorische Integralkraft ist propor- 
tional der zeitlichen Abnahme des längs der Leit- 
linie des Stromkreises erstreckten Linienintegrales 
des YektorpotentialeB. 

Die in den §§ 62 und 64 gegebene Berechnung des Vektol** 
potentiales war, wie erwähnt, auf das Feld stationärer elektri- 
scher Ströme beschränkt, indem die erste Hauptgleichung in 
der Form (169) zugrunde gelegt wurde. Für den Fall, daß 
die Petmeabilität ^ im ganzen Räume konstant ist, lieB sich 
das Yektörpotentidl durch Integration über das ganze Feld 
der quellenfreien Strömung i berechnen (170). Jetzt haben 
wir es indessen nicht mit einem stationären, sondern mit einem 
teränderlichen Strome zu tun. Hier ist streng genommen der 
Leitungsstrom i nicht quellenfrei, er wird erst durch den Ver- 
schiebungsstrom zu einer quellenfreien Strömung er^nzt. Det 
erweiterten ersten Hauptgleichung (177) gemäß ist hier das 
Vektorpotential nicht aus dem Leitungsstrome i, sondern aus 
dem wahren Strome c zu berechnen. Tut man dieses, so kann 
man an der bisherigen Definition des Vektorpotentiales (§ 28) 
festhalten, als eines Vektors, dessen Divergenz gleich Null ist 
und dessen Komponenten der Laplaceschen bzw. der Poisson- 
schen Gleichung genügen. Man kann so die bisherige Ent- 
Wickelung formal auf das Feld beliebig rasch wechselnder 
Ströme übertragen, indem hur neben dem Leitungsstrome der 
Verschiebungsstrom berücksichtigt wird. Hierbei verliert in- 
dessen die Lösung ihre einfache physikalische Bedeutung; denn 
der Verschiebungsstrom ist nicht auf den Leiter beschränkt, 
sondern er erfüllt den ganzen umgebenden Isolator; auch ist 
seine Verteilung nicht bekannt, so daß dieser Ausdruck des 
Vektorpotentiales dich gar nicht auswerten läßt. Man ist also 



§ 68 Zweites Kapitel. Elektrodynamik quaeistationärer Ströme. 265 

nicht imstande^ auf Grund dieses Ausdruckes das Yektor- 
potential ünd^ mit Hilfe der Gleichung (182b), die in einem 
benachbarten Leiter induzierte elektromotorische Int^ralkraft 
zu berechnen, wenn man es mit hochfrequenten Wechselströmen 
zu tun hat. 

Es ist ja auch ohne weiteres einleuchtend, daß die Aus- 
breitung der Yon einem solchen Strome ausgehenden elektro- 
magnetischen Erregung sich nicht durch Potentialausdrücke 
darstellen lassen wird. Denn diese Ausdrücke machen das 
Feld im Au^unkte von den gleichzeitigen Zuständeil in den 
Quellpunkten der Erregung abhängig, sie berücksichtigen nicht, 
daß die Stöiling nach unserer Theorie Zeit gebraucht, um Tom 
Quellpunkte zum AuQ)unkte zu gelangen. Für die allgemeine 
Theorie des elektromagnetischen Feldes ist das Yektorpotentiid 
in der bisherigen Form ebensowenig verwertbar, wie das skä- 
lare Potential der Elektrostatik. 

Man kann allerdings die Potentiale für die Theorie rasch 
yeraüderlicher Felder verwertbar machen, indem man die Zeit 
der Ausbreitung in Rechnung ziebt, also eitie gewisse „Latens- 
zeit^^ einführt. Doch genügen die so abgeänderten Ausdrücke 
nicht mehr der Laplaceschen Gleichung, sondern der sogenann- 
ten Wellengleichung; die im ersten Abschnitte gegebenen De- 
finitionen des skalaren und des Vektorpotentiales sind dem- 
gemäß wesentlich zu modifizieren, wenn man jenen Ausdrücken 
diese Benennung beizulegen wünscht. Wir kommen darauf im 
zweiten Bande dieses Werkes ausführlich zurück; hier im 
ersten Bande jedoch werden wir der bisherigen Definition ge- 
mäß das skalare Potential und das Yektorpotential aus den 
gleichzeitigen Ladungen und Strömen berechnen. 

Wenn wir nun trotzdem in diesem Kapitel mit 
dein Vektorpotentiale operieren, so schränken wir 
den Gültigkeitsbereich der Entwickelungen von 
vornherein sehr wesentlich ein. Wir beschränken 
ihn auf solche Fälle, Wo der Verschiebungsstrom 
gegenüber dem Leitungsstrom zu vernachlässigen ist. 
Wir beseitigen also gerade dasjenige, was die Maxwellsche 
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Theorie von den in dem Boden der FemwirkungsYorstellung 
Ty^urzelnden Theorien trennt^ und können daher nicht hoffen^ 
irgendein Eriteriom zu finden , welches die Maxwellsche 
Theorie Yon den Femwirkungstheorien sondert. In den 
Gültigkeitsbereich der Entwickelnngen dieses EApitels fallen 
nur solche Systeme veiünderlicher Ströme ^ deren Anderungs- 
zeit (Schwingungsdauer bei Wechselströmen) groß ist gegen 
die Zeit, welche die elektromagnetischen Störungen gebrauchen, 
um den Abstand zwischen den beiden entferntesten Punkten 
des Systemes zu durchmessen. Solche Ströme werden wir als 
quasistationär bezeichnen. Wir berechnen das magnetische 
Feld quasistationärer Ströme und dessen Energie so, als ob 
der Strom stationär wäre, und bestimmen aus dem so be- 
rechneten Felde die Induktionswirkungen. Ob wir in einem 
gegebenen Falle so yerfahren dürfen, das häugt, wie erwähnt, 
erstens von der Frequenz der Ströme ab und zweitens von 
ihrem Abstände. Auf dem Gebiete des gewöhnlichen Wechsel- 
stromes hat sich die mit quasistationärem Strome operierende 
Theorie gut bewährt, bei den hochfrequenten Störungen in- 
dessen, mit denen die drahtlose Telegraphie arbeitet, versagt 
diese Theorie vielfach. 



§ 69. Induktionswirkungen in einem aus zwei Stromringen 

bestehenden Systeme. 

Wir denken uns zwei Stromringe, deren Entfernung so 
gering ist, daß den Bedingungen genügt wird, welche die 
Theorie der quasistationären Strömung stellt, und doch so 
groß, daß der kleinste Abstand der beiden Leiter groß gegen 
den Querschnittsradius eines jeden Leiters ist. Alsdann kann für 
die in der Nachbarschaft des zweiten Leiter liegenden Aufpunkte 
der erste Leiter als linear betrachtet werden und umgekehrt; 
für die gegenseitigen Induktionswirkungen kommen dann nicht 
die Querschnittsdimensionen, sondern nur die Leitlinien i^^, %2 
der beiden Stromringe bzw. deren gegenseitige Lage in Betracht. 

Es ist J^ der im ersten Leiter zirkulierende, etwa durch 
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eingeprägte Kräfte unterhaltene Strom; Dach Gleichung (168a) 
leitet sich das magnetische Feld bzw. die magnetische Induktion 
aus dem Yektorpotentiale ab: 

(183) «^-f^J^. 

Dieser Gleichung liegt die Voraussetzung zugrunde^ daß 
im ganzen Räume die Permeabilität die gleiche ist; diese 
Voraussetzung wollen wir zunächst festhalten. 

Da wir nun im vorigen Paragraphen gelernt haben, den 
Induktionsfluß direkt durch das Linienintegral des Vektor- 
potentiales auszudrücken, so können wir uns die Berechnung 
des Vektors 8 ersparen. Die Gleichung (182 a) ergibt als 
Induktionsfluß, den der erste Leiter durch den zweiten sendet 



J»i«^/s=J*i^*8- 



Führt man hier den Ausdruck (183) des Vektorpotentiales 
9t^ ein, so erhält man als Induktionsfluß, den der im 
ersten Leiter zirkulierende Strom J^ durch eine vom 
zweiten Leiter begrenzte Fläche sendet, 

(183a) ^L,,J, = J,^fß-^. 

Der hierbei auftretende Koeffizient von J^ 

(183b) 4, = (^fß\^* 

wird Koeffizient der gegenseitigen Induktion der 
beiden linearen Leiter genannt. Er ist der Permeabilii^t 
des raumerfüllenden Körpers proportional, hängt aber im 
übrigen nur von der Form der beiden Leitlinien und ihrer 
gegenseitigen Lage ab. Es ist, behufs Auswertung des Aus- 
druckes für X^g, das Produkt aus je zwei Linienelementen der 
beiden linearen Leiter und dem Cosinus des von den Strom- 
richtungen in den beiden Elementen eingeschlossenen VTinkels r^ 

ds^ ds^ cos iy = d%i rflj 
durch den Abstand der beiden Elemente zu dividieren und 
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Bodann über alle Kombinationen je zweier solcher Elemente 
zu integrieren. Da das Resultat dieser Operationen offenbar 
unabhängig davon ist, welchen Leiter man eis ersten und 
welchen man als zweiten bezeichnet, so ist 

(183 c) -Ljj = igj. 

Dabei ist der InduktionsfluB, den ein im zweitea 
Stromring zirkulierender Strom J^ durch den ersten 
sendet^ 

wofür, in entsprechender Weise, wie oben, erhalten wird 

(183d) \l^J.-J.^JJ'^^- 

Die Dimension des Induktionskoeffizienten ist gleich dem 
Produkte von Länge und Dimension der Permeabilität. Li 
der Dimensionstafel des § 67 ist dies bereits berücksichtigt 
und für L in jeder der drei Spalten der betreffende Dimensions- 
ausdruck eingeführt worden. Ln Gaußschen System z. B., wo 
ft eine reine Zahl ist, wird L^^, ^^^ Länge. 

Wenn wir nun die Induktionswirkungen in dem be- 
trachteten Systeme zweier quasistationärer elektrischer Ströme 
erschöpfend darstellen wollen, so haben wir in Betracht zu 
ziehen, daß durch eine yon der Leitlinie des zweiten Strom- 
kreises umrandete Fläche nicht nur der erste Strom, sondern 
auch der zweite Strom selbst Induktionslinien hindurchsendet» 
Eine elektromotorische Kraft wird daher in jedem der beiden 
Leiter nicht nur dann induziert, wenn die Stromstärke in dem 
anderen, sondern auch, wenn die Stromstärke in dem be- 
treffenden Leiter selbst sich ändert. Der gegenseitigen In- 
duktion tritt daher die Selbstinduktion an die Seite» 

Bei der Definition des Koeffizienten der Selbstinduktion 
tritt nun eine Schwierigkeit auf. Zunächst ist . bei der Be- 
stimmung des Vektörpotentioles in den Punkten eines Leiters 
der in dem Leiter selbst zirkulierende Strom nicht als linearer 
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Strom zu betrachten^ da die Entfernung je zweier Leiter- 
Elemente durchaus nicht immer groß gegen die Querschnitti- 
dimensionen ist. Das magnetische Feld in der Nachbarschaft 
des Stromes und der Induktionsfluß ^ den er durch sich selbst 
hindurchsendet; hängt daher auch wesentlich von der Gestatt 
des Querschnittes ab. Außerdem ist die Wahl der Leitlinie, 
die das von den Induktionslinien durchsetzte Flächenstück be- 
grenzen soll, mit einiger Willkür verbunden. Behufs ein- 
deutiger Festlegung des Koeffizienten der Selbstinduktion 
müssen wir anders verfahren. 

Wir gehen zurück auf den Ausdruck (170 b), auf den wir 
die magnetische Energie eines stationären Stromsystemes ge- 
bracht hatten und der ganz allgemein gilt: 

(184) T = l-Jdvi\%). 

Wir wollen das Stromfeld in Stromfäden zerlegen und 
einen einzelnen Stromfaden betrachten; es ist das Volumen 
eines Elementes des Stromfadens 

dv = qdSj 

wo q den Querschnitt, ds die Länge des Stromelementes be- 
deutet. Der Beitrag, den dieses Element zur magnetischen 
Energie beisteuert, ist gleich 

Pabei bedeutet q\\\ die Stromstärke des Fadens, 



Jds% 



den Induktionsfluß durch eine von dem Faden umrandete 
Fläche. Um die magnetische Energie des Strom- 
systemes zu berechnen, hat man für jeden Stromfaden 
das Produkt aus Stromstärke und umschlungenem In- 
duktionsfluß zu bilden, über alle Stromfäden zu in- 
tegrieren und das Integral durch 2c zu dividieren. 

Wir wenden dieses Ergebnis auf unser Problem an, indem 
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wir den Induktionsfloß in zwei Teile zerlegen^ den vom ersten 
und den vom zweiten Strome erzeugten. Der vom ersten 
Strome erzeugte InduktionsfluB ist für alle Stromfäden des 
zweiten Stromes merklich der gleiche, da wir ja die Entfernung 
groß gegen die Querschnittsabmessungen annahmen. Der 
zweite Stromring ist hier als Stromfaden anzusehen und der 
entsprechende Energieanteil gleich 

zu setzen. 

Entsprechend ergibt der vom zweiten Strom durch den 
ersten gesandte Induktionsfluß einen Energieanteil 

2c *^i'y ^«i^'s == 2c* ^«1*^2*^1 • 

Die Summe der beiden von der wechselseitigen Induktion 
der beiden Ströme herrührenden Energieanteile ist nach (183 c) 

(184a) T,,^^J,J,. 

Hierzu treten diejenigen Energieanteile, welche von dem 
Induktionsfluß herrühren, den jeder der beiden Ströme durch 
seine eigenen Stromfaden hindurchsendet. Diese Anteile be- 
zeichnen wir mit 2\j, T^^ und erhalten 

(184b) 2^=^11 + ^12 + ^22. 

jTii ist von der Anwesenheit des zweiten Stromes ganz 
unabhängig. Sein Wert hängt nur von dem ersten Strome 
ab. Steigert man dessen Stromstärke «7^, so nimmt T^^ dem 
Quadrate von J^ proportional zu. Denn es wachsen die Strom- 
stärken der einzelnen Fäden und daher auch die Induktions- 
flüsse alle wie J^, Setzen wir 

(184c) ^u - I ^ Jl, 

SO ist L^^ eine mit L^^ dimensionsgleiche &röße, welche nur 
von der Beschaffenheit des ersten Leiters abhängt, übrigens 
aber der Permeabilität proportional ist, die innerhalb und 
außerhalb des Leiters durchweg den gleichen Wert besitzen 
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mag. Wir nennen L^^ den ^^Selbstinduktionskoeffi- 
zienten^' des ersten Leiters. 

Führt man in (184) den Ausdruck (170) des Vektor- 
potentiales ein^ so erhalt man für die Energie eines einzelnen 
Stromkreises 



^-2^/^^/^'(^'*")- 



Dabei bezeichnen dv\ dv" je zwei in der Entfernung r 
voneinander befindliche Volumelemente des Stromkreises. Jede 
Kombination zweier Volumelemente kommt zweimal vor, ein- 
mal nämlich steuert das eine^ das andere Mal das andere seinen 
Beitrag zum Vektorpotential bei. Nimmt man jede Kom- 
bination nur einmal^ so ist zu setzen 

(184d) T = iLjJ^^(n"). 

Ist J die Stromstärke dieses Kreises ^ so ist der Selbst- 
induktion skoeffizient L gemäß (184c) zu definieren durch 

(184e) \LJ^ = (^ff^(i'i"). 

Der Quotient L/(i hängt nur von der Beschaffenheit des 
Leiters ab; denn die Stromverteilung ist — wofern sie mit 
der Verteilung des stationären Stromes übereinstimmt — von 
der Stromstärke unabhängig^ die Quotienten V/J, V'/J haben 
demnach Beträge und Bichtungen, die nur von der geometrischen 
und physikalischen Beschaffenheit des Stromkreises^ nicht aber 
von der Stromstärke J abhängen. Hat man es mit einem 
durchweg homogenen Leiter zu tun^ dessen Permeabilität gleich 
1 ist und der sich im Lufträume befindet^ so ist L durch die 
geometrische Form des Leiters allein bestimmt. Dabei kommt 
nicht nur die Form der Leitlinie ^ sondern auch diejenige de» 
Querschnittes in Betracht. Bei schnellen elektrischen Schwin- 
gungen allerdings kann^ auch wenn im übrigen die Voraus- 
setzungen der quasistationären Strömung erfüllt sind^ die 
Stromverteilung von derjenigen des stationären Stromes ab- 
weichen. Alsdann hängt auch L von der Frequenz der 
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Sqhwingimgen ab. Doch würde es hier zu weit fuhren, wemi 
wir auf diese Fragen eingehen wollten. Für langsame Strom- 
schwankungen ist der Selbstinduktionskoeffizient eines 
Stromringes nunmehr eindeutig durch die magnetische 
Energie definiert. 

Zu unserm Systeme zweier Stromringe zurückkehrend, 
«rhalten wir für die gesamte magnetische Energie 

<186) T^jr[Y Lu^n + L»J,J, + |i,,J| )• 

Hat man es mit dem ersten Strome allein zu tun, so ist 
•die Abnahme der Stromstärke J^ mit einer Energieabnahme 
Terbunden: 



dTy^ d 

Tt Ji 






Diese Energieabnahme muß der Arbeitsleistung der in- 
duzierten elektromotorischen Kräfte äquivalent sein; da die 
Arbeit der induzierten Integralkraft El^ gleich JiEl^ ist, so 
«rhält man 

•daher 

<185a) EU^-^^{^]. 

Treten aber außerdem Stromschwankungen im zweiten 
Leiter ein, so erhält man eine zeitliche Änderung des Induktions- 
flusses (183 d), den der zweite Stromring durch den ersten 
sendet. Dieselbe beträgt 

dt\ c r 
und nach dem Induktionsgesetz (§ 65) wird die induzierte 
elektromotorische Integralkraft 

<185b) ^;, = _^(^^^.). 

Die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion (185 a) 
-entspricht also durchaus derjenigen der gegenseitigen Induktion 
'(185 b), obwohl wir behufs ihrer eindeutigen Definition auf 
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den Ausdruck (184e) für die Energie eines Stromringes zurück- 
gehen mußten^ und obwohl es bei der Berechnui^ des 
Koeffizienten der Selbstinduktion nicht gestattet ist, den Strom- 
ring als Stromlinie zu betrachten Mithin können wir das 
Resultat jetzt so deuten, daß wir für den gesamten Induk- 
tionsfluß, der von einem passend gewählten Strom- 
faden des ersten Ringes umschlungen wird, setzen: 

(185 c) |{iu^> + i«^,} 

und entsprechend für den Induktionsfluß, der yon einem 
passend gewählten Stromfaden des zweiten Ringes 
umschlungen wird: 

(185 d) i-{i,,J, + A,J,}. 

Für die in den beiden Leitern induzierten elektro- 
motorischen Integralkräfte erhält man alsdann: 

(185e) E\ ]iii\LnJ^^-L,M, 

(185f) -E^ = - ^ tl { ^« «^1 + ^««^» } • 

Die hierbei auftretenden Induktionskoeffizienten sind iden- 
tisch mit den Koeffizienten des Energieausdruckes (185). 

Wir haben uns bei der Berechnung der Induktions- 
koeffizienten auf den Fall durchweg konstanter Permeabilität 
beschränkt. Diese Einschränkung war indessen nur zur Ab- 
leitung der Formeln (183b), (184e) erforderlich, welche die 
Induktionskoeffizienten bzw. die magnetische Energie auf eine 
Form bringen, die mehr der Femwirkungstheorie als der Nahe- 
wirkungstheorie angepaßt ist. Es leuchtet ein, daß diese Aus- 
drücke abzuändern sind, wenn ein Körper abweichender Per- 
meabilität in das Feld gebracht wird. Denn dieser Körper 
verändert den Verlauf der Induktionslinien und den Betrag der 
magnetischen Feldenergie. Anderseits ist klar, daß dem Aus- 
druck (185) der magnetischen Energie eine allgemeinere Grültig- 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. S. Aufl. 18 
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keit zukommt; demi die magnetische Energie des Feldes 

kann stets — wofem (i von der Feldstarke unabhängig ist — 
in drei Teile zerlegt werden: 

wo §1 die vom ersten, ^^ die vom zweiten Strome erregte 
magnetische Kraft ist. Da aber die Gnmdgleichungen linear 
sind, so ist ^^ proportional J^, ^^ proportional e7^; mithin ist 
der erste Teil der magnetischen Energie proportional zu J^^ 
der zweite zu e/^e^, der dritte zu J^K Damit ist bewiesen^ 
daß die magnetische Feldenergie stationärer Ströme sich stets 
als Funktion zweiten Grades der Stromstärken darstellen lassen 
muß, deren Koeffizienten von der Bescha£renheit und Form der 
im Felde befindlichen Körper abhängen, von den Stromstärken 
aber unabhängig ist. Diese Schlußweise versagt nur bei ferro- 
magnetischen Körpern; hier hängt fi von der Feldstärke ab; 
es sind daher auch die Grundgleichungen nicht linear; endlich 
ist auch (vgl. § 62) der zugrunde gelegte Energieausdruck bei 
diesen Körpern abzuändern. 

Es mag nochmals ausdrücklich bemerkt werden, daß die 
Anwendung des Energieausdruckes (185) quasistationäre Strö- 
mung voraussetzt; denn die Energie ist von den gleichzeitigen 
Werten der Stromstärken abhängig gemacht, sie ist der Energie 
des stationären Stromes gleichgesetzt worden. Die Anwendung 
auf veränderliche Ströme zur Bestimmung der Induktions- 
wirkungen unterliegt daher den im vorigen Paragraphen an- 
geführten Einschränkungen. 

§ 70. Der elektrische Strom als zyklisohes System. 
Die Lagrangesolien Gleichungen. 

Die Entwickelungen des letzten Paragraphen können in 
gewisser Hinsicht einen unbefriedigenden Eindruck hinter- 
lassen; insofern nämlich, als zwar die Selbstinduktion aus dem 
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Energieprinzip; die gegenseitige Induktion aber aus dem 
Faradayschen Induktionsgesetz hergeleitet wurde. Man wird 
wünschen, die Selbstinduktion und die gegenseitige Induktion 
aus einem und demselben Prinzipe herzuleiten. Das Energie- 
prinzip kann dieses nicht leisten; denn, wie aus der Mechanik 
bekannt ist, führt es nur für ein System yon einem Freiheits- 
grade zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen. Nun gibt 
aber die analytische Mechanik eine Methode an die Hand, 
welche es gestattet, aus dem Ausdrucke der kinetischen Energie 
ohne weiteres die Bewegungsgleichungen eines Systemes Ton 
beliebig vielen Freiheitsgraden herzuleiten. Dieses leisten die 
im § 15 des ersten Abschnittes hergeleiteten Lagrangeschen 
Gleichungen. Wir wollen diese Gleichungen als heuristisches 
Prinzip verwenden; es zeigt sich, daß sie auch in der Elektro« 
dynamik zu Ergebnissen führen, die mit der Erfahrung über- 
einstimmen. 

Wir nehmen demgemäß an, daß in dem Felde eines 
elektrischen Stromes irgendeine unseren Sinnen verborgene Be- 
wegung vor sich geht. Das war in der Tat eine der Arbeits- 
hypothesen, von denen Maxwell sich leiten ließ. Entsprechend 
der Nahewirkungsvorstellung soll diese Bewegung nicht auf die 
Stromleiter beschränkt sein, sondern sie soll den umgebenden 
Baum erfüllen. Ihre lebendige Kraft ist die magnetische 
Energie, die von Maxwell daher auch als elektrokinetische 
Energie bezeichnet worden ist. Für stationäre und quasi- 
stationäre Ströme ist die lebendige Kraft der verborgenen Be- 
wegung durch (185) als Funktion zweiten Grades der Strom- 
stärken gegeben. Ihre Koeffizienten hängen von der Gestalt 
und der gegenseitigen Lage der Stromleiter ab. 

Der elektrische Strom gehört, vom Standpunkte dieses 
mechanischen Bildes aus betrachtet^ einer Klasse von Be- 
wegungen an, welche von Helmholtz als zyklische Be- 
wegungen bezeichnet worden sind. Die Parameter, welche 
die augenblickliche Lage eines zyklischen Systemes kennzeichnen, 
lassen sich in zwei Gruppen bringen. Die Parameter der einen 
Gruppe ändern sich während der Bewegung gar nicht oder 

18* 
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doch so langsam, daß die ihren Anderungsgeschwindigkeiten 
entsprechenden Glieder im Ausdrucke der lebendigen Kraft zu 
yernacMässigen sind. Diese Parameter gehen mithin zwar 
selbst im allgemeinen in den Ausdruck der lebendigen Kraft 
ein^ aber nicht ihre Differentialquotienten nach der Zeit. Dieser 
ersten Gruppe gehören in dem vorliegenden Falle diejenigen 
Parameter an^ welche die Lage der Stromkreise bestimmen. 
Die Parameter der zweiten Gruppe hingegen, die wir Koordi- 
naten der zyklischen Bewegung nennen wollen, kommen zwar 
selbst nicht im Ausdrucke der lebendigen Kraft vor, wohl aber 
ihre Differentialquotienten nach der Zeit, die zyklischen Ge- 
schwindigkeiten. In unserem Falle können als zyklische Ge- 
schwindigkeiten die Stromintensitäten e7^, J^ gewählt werden; 
die zyklischen Koordinaten sind dann deren Integrale nach 
der Zeit, von einem bestimmten Zeitpunkte an gerechnet, d. h. 
die Elektrizitätsmengen, die seitdem durch die Querschnitte 
der beiden Leiter hindurchgeströmt sind; dieselben gehen nicht 
in den Ausdruck der lebendigen Kraft ein. 

Ein anderes Beispiel fiir eine zyklische Bewegung ist eine 
inkompressible Flüssigkeit, die in einer geschlossenen Bohre 
strömt und dieselbe ganz erfüllt. Hier tritt bei der zyklischen 
Bewegung immer ein Teilchen an die Stelle des anderen, in- 
dem es dessen Geschwindigkeit annimmt. Die lebendige Kraft 
hängt daher von der Lage der einzelnen Flüssigkeitsteilchen 
nicht ab; sie ist bei gegebener Form der Röhre bestimmt 
durch die Flüssigkeitsmenge, die pro Sekunde die Querschnitte 
durchströmt. Dieses ist hier die zyklische Geschwindigkeit. 
Ein solches System mit nur einer zyklischen Koordinate wird 
als Monozykel bezeichnet. In dem hydrodynamischen Bei- 
spiele können wir von der mechanischen Bedeutung der zykli- 
schen Geschwindigkeit Rechenschaft geben. Im Falle des 
elektrischen Stromes ist dieses nicht ohne neue, das mecha- 
nische Bild genauer zeichnende Hypothesen möglich. Bei der 
Anwendung der Lagrangeschen Gleichungen brauchen wir in- 
dessen die zyklische Bewegung nicht genauer zu beschreiben; 
es kommt nur auf den Ausdruck der lebendigen Kraft T an; 
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aus diesem können wir alles ableiten^ was der Wahrnehmung 
zu^nglich ist^ nämlich die elektromotorischen und die pondero- 
motorischen Kräfte. 

Das zyklische System^ auf welches wir die Lagrangeschen 
Qleichungen anwenden wollen, hat zwei zyklische Koordinaten 
Pi} P2} ®^ ^^^^ daher als Bizykel bezeichnet. Die betreffenden 
zyklischen Geschwindigkeiten g^, q^ sollen mit den Strom- 
intensitäten identisch sein. Die entsprechenden yerallgemei- 
nerten Kraftkomponenten sind die elektromotorischen Kräfte^ 
die beim Durchgang der Elektrizität Arbeit leisten. In § 15 
sind die von außen her wirkenden Kräfte mit P^, P^ be- 
zeichnet worden; zu ihnen sind die eingeprägten elektromoto- 
rischen Kräfte und die reibungsartigen Widerstände des Leiters 
zu rechnen. 

Wir gingen im § 15 von dem d'Alembertschen Prinzip aus. 
Dieses verlangt, daß Gleichgewicht zwischen den äußeren Kräften 
P^ und den Trägheitskräften besteht; durch eine passende 
Umformung des Ausdrucks der Trägheitskräfte ergaben sich 
die Lagrangeschen Gleichungen (64) 

Da nun die zyklischen Koordinaten p^y p^ in den Ausdruck 
der lebendigen Kraft nicht eingehen, so ist 

dT ^dT 

dPi ^ dp^ ' 
zu setzen. 

Ferner folgt aus dem Energieausdruck (185) 
(186 a) "^^^ '^''^ "^ 

Diese Differentialquotienten von T nach den zyklischen 
Geschwindigkeiten werden in der Mechanik als zyklische 
Momente oder zyklische Impulskomponenten bezeichnet. Nach 
(185c;d) sind sie, abgesehen von dem universellen Faktor c, 
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identisch mit den magnetischen Induktionsflüssen ^ welche von 
den beiden Stromringen umschlungen werden. Diese werden 
daher wohl auch als elektrokinetische Momente der beiden 
Stromringe bezeichnet. Für die TnLgheitsknLfte; welche bei 
einer Änderung der elektrokinetischen Momente entstehen^ 
erhält man 

(186b) '"^*(^^)^"e«dü{^n^i+^i>^>}' 

In der mechanischen Analogie sollen nuU; wie erwähnt 
wurde, diesen Trägheitskräften der zyklischen Bewegung die 
induzierten elektromotorischen Kräfte entsprechen. Wir 
finden, daß sie in der Tat übereinstimmen mit den im vorigen 
Paragraphen (185e,f) gefundenen Werten der induzierten 
Kräfte. Ihre Übereinstimmung mit der Erfahrung beschränkt 
sich indessen nicht iiuf Ströme in ruhenden Leitern. Denn 
auch für bewegte Stromringe bleibt das Faradaysche Induk- 
tionsgesetz gültig, welches die induzierten elektromotorischen 
Kräfte der zeitlichen Abnahme der Zahl der umschlungenen 
magnetischen Induktionslinien proportional setzt. Auch für 
bewegte Stromkreise werden also die induzierten elektro- 
motorischen Kräfte Eiy Ei durch (186 b) gegeben. 

Setzen wir nun ^ für die äußeren Kräfte die Summe der 
eingeprägten und der Widerstandskräfte 

Pj = ^ * — eTj i?i , 

(186c) x> e 

so ergeben die Lagrangeschen O^leichungen (186) 

(186 d) ;'; 

^ Ji { As «^1 + A2 «^2 } ^ El^ J^R^. 

Diese Gleichungen bestimmen allgemein den zeit- 
lichen Verlauf quasistationärer elektrischer Ströme 
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in zwei Stromringen. Wir werden in den folgenden Para- 
graphen zahlreiche Anwendungen derselben kennen lernen. 

Wir kehren jetzt zurück zu unserem Bizjkel. Bisher 
wurden die Lagrangeschen Gleichungen nur auf die zyklischen 
Koordinaten angewandt. Wir wollen jetzt die Gleichungen 
aufstellen, welche den Koordinaten der ersten Gruppe zu- 
gehören ; d. h. den Parametern, welche die Lage der Strom- 
kreise bestimmen. Wir wollen sie mit p,, P4 • • • bezeichnen 
und die zugehörigen veraUgemeinerten Kraftkomponenten mit 
P,, P4 . . . . Dieses sind die äußeren ponderomotorischan 
Kräfte; welche den zwischen den Stromringen wirksamen 
elektrodynamischen Kräften das Gleichgewicht halten. 

Halten wir die Leiter fest und die Stromintensitäten 
konstant, so fallen alle Differentialquotienten nach der Zeit 
fort und die Lagrangeschen Gleichungen (186) ergeben für die 
durch die zyklischen Bewegungen bedingten pondero- 
motorischen Kräfte 

Diese Kräfte sind in der zugrunde gelegten Analogie den 
elektrodynamischen Kräften äquivalent. Man erhält für die 
Arbeit, welche diese Kräfte bei einer virtuellen Verrückung 
der Leiter bzw. ihrer Teile leisten: 

Es ist zu beachten, daß hier die partiellen Differential- 
quotienten nach j!>3, j>4 bei konstant gehaltenen zyklischen 
Geschwindigkeiten g^, q^ zu nehmen sind. Daraus folgt: Die 
virtuelle Arbeit der elektrodynamischen Kräfte ist 
gleich der Zunahme, welche die elektrokinetische 
Energie erfährt, wenn die Verrückung bei konstant 
gehaltenen Stromintensitäten ausgeführt wird. Die 
elektrodynamischen Kräfte stationärer Ströme streben 
demnach die elektrokinetische Energie so weit zu ver- 
größern, als es mit der Bewegungsfreiheit des Systemes 
verträglich ist. 
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Es spielt in diesem Sinne die negative elektrokine- 
tische Energie -— Tdie Rolle der Kräftefunktion der elektro- 
dynamischen Kräfte. Man nennt sie daher das ^^elektro- 
dynamische Potential'^ 

Diese aus den Lagrangeschen Gleichungen gezogene Fol- 
gerung befindet sich in Übereinstimmimg mit den Tatsachen. 
Denken wir uns z. B. die beiden Leiter starr und den einen 
fest, den anderen um seinen Mittelpunkt drehbar. Da J^, J^ 
konstant gehalten werden sollen und die Selbstinduktions- 
koeffizienten L^^, Z22 von der relativen Lage der Stromkreise 
unabhängig sind, so ändert sich bei einer Drehung des zweiten 
Leiters nur der durch (184a) bestimmte Anteil T^^ der Energie; 

dieser ist proportional -^^-^, d. h. dem Liduktionsfluß, der vom 

ersten Strome durch den zweiten hindurchgesandt wird. Der 
zweite drehbare Stromleiter wird sich demnach so 
einzustellen streben, daß er möglichst viele der vom 
ersten festen Stromringe herrührenden magnetischen 
Induktionslinien umschlingt. 

Die elektrodynamischen Kräfte, die zwischen zwei starren 
Stromringen wirken, leisten bei einer beliebigen Änderung der 
relativen Lage der beiden Binge die Arbeit 

Diese Arbeit kann gleichgesetzt werden der bei konstant ge- 
haltenen Stromstärken erfolgenden Abnahme eines elektro- 
dynamischen Potentiales 

Ist der Baum von einem Medium konstanter Permeabilität 
erfüllt, so wird das Potential nach (183 b) gleich 

(186e) - ^ • ft f f^y^. 

Dieser Ausdruck wurde zuerst von F. E. Neumann auf Grund 
der Pemwirkungstheorie entwickelt. 



§ 70 Zweites Kapitel. Elektrodynamik quasistationärer Ströme. 281 

Unsere Ableitungen gelten auch für biegsame Stromleiter, 
bei denen in, L^^ variabel sind. Hier ist das elektro- 
dynamische Potential der negativen magnetischen 
Energie gleichzusetzen, und es ist zu beachten, daß die 
Variation des Potentiales bei konstant gehaltenen Stromstärken 
auszuführen ist. Aus diesem aUgemeinen Ausdrucke ergeben 
sich die ponderomotorischen Kräfte stationärer oder quasi* 
stationärer Ströme stets in Übereinstimmung mit der Erfahrung. 
Wir kommen übrigens im vierten Abschnitte auf die Arbeits- 
leistungen, welche an bewegten Stromleitern stattfinden, und 
auf die entsprechenden Energieumsetzungen zurück. 

Die Feststellung, daß die Gesetze der Elektrodynamik 
sich aus den allgemeinen Gleichungen der Mechanik ableiten 
lassen, ist von der größten Bedeutung für die gesamte Natur- 
anschauung geworden. Einmal hat diese Feststellung Maxwells 
auf die Mechanik insofern zurückgewirkt, als man unter Be- 
seitigung der Femkräfte der Mechanik eine Form zu geben 
suchte, welche geeignet war, die im elektromagnetischen Felde 
wirkenden Kräfte zu umfassen. Diese Richtung, die in der 
Hertzschen Mechanik gipfelt, hält an der Vorstellung fest, daß 
alle physikalischen Vorgänge schließlich auf Bewegungen träger 
Massen zurückzuführen sind. Sie muß, wo die Bewegung der 
sichtbaren Massen die Erscheinungen nicht erklärt, verborgene 
Massen zu Hilfe nehmen, die in Bewegung begriffen sind. 
Der ganze Raum muß als von solchen Massen erfüllt be- 
trachtet werden. Dieselben sind miteinander gekoppelt und 
übertragen so die Bewegung von einem Körper auf den anderen; 
die Hertzsche Mechanik postuliert die Zurückführung aller 
Femkräfte auf solche Mechanismen verborgener Massen. 

Die Vorstellung eines Mechanismus in dem von ponde- 
rabler Materie leeren Räume hat manches Gekünstelte. Aber 
auch derjenige, der sie nicht akzeptiert, muß die Wichtigkeit 
der Entdeckung anerkennen, daß die Bewegungen der ponde- 
rablen Körper und die elektrodynamischen Vorgänge denselben 
Gesetzen unterworfen sind. Man braucht allerdings diese enge 
Beziehung der Mechanik zur Elektrodynamik nicht unbedingt 
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zugunsten der mechsniBchen Katoranscliauuiig zu deuten. Man 
kann in iliT mit demselben Rechte einen Hinweis darauf sehen, 
daß die Bewegungen der Körper den Gesetzen der Elektro- 
dynamik unterworfen Bind. Dieser Auffassung neigt in der Tat 
die moderne Physik mehr und mehr zu; man wünscht die 
Meehanik ans den Gleichnngen des elektromagnetischen Feldes 
abzuleiten und überhaupt die ganze Physik elektrom^netisch 
zu begründen. 

Da wir uns von vomherein weder fQr die mechanische noch 
auch fUr die elektronu^etische Anschauung entscheiden 
wollten, haben wir es vorgezogen, die Gesetze der Induktion 
direkt an der Hand der Erfahrung zu entwickeln. Wir werden 
auch die Behandlung der ponderomotorischen Kräfte von dem- 
selben Standpunkte aus im viei-ten Abschnitte wieder auf- 
nehmen. 

§ 71. Ein Stromkreis mit Wideratand und 
Selbstinduktion. 

Wir betrachten einen einzelnen geschlossenen Stromring. 
In demselben mögen gewisse eingeprägte Kräfte wirken, welche 
durch die chemische und thermische Beschaffenheit der zum 
Stromring zusammengefügten Leiter bedingt sind. Zu diesen 
Kräften können noch solche elektromotorischen Kräfte treten, 
die TOQ Stromschwankungen in anderen Stromkreisen oder von 
ii^endwelchen sonstigen Änderungen des umsehlangenen Tutign«- 
tischen InduktionsSusses terriihrBn. Ditse Kräfte wollen wir t 
hier zu den eingeprägten rechnen, indem wir die induktive j 
Rückwirkung unsereB Stromringes auf die übrigen Leiter außer J 
Betracht lassen. Das Linienintegral aller der eingeprägten 1 
Kräfte bezeichnen wir mit E. Die Summe dieser elektro- I 
motorischen Kraft und der elektromotorischen Kraft der Selbstr | 
induktion mnß dann dem Produkte aus Widerstand 
Stromatiirke gleich sein: 

(187) E 
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Bringea wir die Stromstärke J, die als Unbekannte zu 
gelten hat, aof die linke Seite, so wird die DifFereutia^Ieickiuig 
erkalten 
(187a) ^,^+ÄJ-.£. 

Deren Integration ergibt bei g^ebener elektromotoriacker 
Kraft die zeitlicke Änderung der Stromintensität J. 

A. E konstant. In diesem Falle erhSlt man, da auch L 
und R Konstanten sind, als Löstmg der Differentialgleicbuug 
(187a) 

(188) , j=|_Ce~~'. 

Die IntegratioaskoDstante C bestimmt sich aus den An- 
fangsbedingungen. Wird der Strom znr Zeit ^ ^ geschloBsen 
und von nun an der Einwirkung einer konstanten, eingeprägten 
elektromotorischen Kraft unterworfen, so ist 

zu setzen, damit J fDr t — verschwindet. Wir habm dann 



{188a) J-|ll-, 

wobu abkützangsweise 
(I88b) * = Ä 

gesetzt ist. 

Die Konstante ^ hat die Dimenäion einer Zeit. Sie wird 
als Zeitkonstante des Stronikreises bezeichnet. Von ihr 
hängt du KeitUobe Anschwellen der Stromstärke nach dem 
StromacblueBB ab. Dasselbe erfolgt um so langsamer, je größer 
die SelbftttndDktion im Verhältnis zum Widerstände ist. 

lierio''" S. Wir nehmen die äußere elektro- 
odisch an, etwa nach dem Qesetze 
ff -= d sin {vt) 

di^ aplitude, v die Frequenz 
Uns interessiert nur 




dr d»> aplitu« 
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der Wechselstrom J von der Frequenz v, der sich unter der Ein- 
wirkung dieser periodischen elektromotorischen Kraft herstellt. 
Demgemäß suchen wir (187 a) durch den Ansatz zu genügen 

(189) e^^ 6 sin (v^ + /}) = 6 { sin i;^ cos /3 + cos vi sin /} } . 

Es wird dann 



dt 



bv cos (yt + /}) = 61/ { cos vt cos ß — sin vt sin ß). 



Soll (187a) far alle t erföllt sein, so haben die Kon- 
stanten by ß den Gleichungen zu genügen 

-^ bv cos ß + Bb sin /3 ■= 0, 
(189a) ^ 

1 61; sin /} + Rb cos /} = a. 

c 

Aus der ersten dieser Oleichungen erhält man 
(189b) tg^ ^ 

und durch Kombination der ersten und zweiten 

(189c) J = ± cos /} = " 



^ t/„. . J-'i 



>/5' + 



Die Gleichung (189b) zeigt an, daß der durch (189) be- 
stimmte Strom J der Phase nach hinter der erregenden elektro- 
motorischen Kraft zurückbleibt. Die Gleichung (189 c) bestimmt 
das Verhältnis b : a der Amplituden von Strom und elektro- 
motorischer Kraft. Dasselbe wird nicht, wie bei Gleichstrom, 
durch den reziproken Widerstand B gegeben, sondern durch 
das Reziproke des Ausdruckes 

(189 d) s!^'\/b^+'!^, 

der stets größer als B ist und der „scheinbarer Wider- 
stand^' oder auch „Impedanz^' genannt wird. 

Wir wollen die Differentialgleichung (187 a) noch auf die 
Probespule anwenden, die wir in § 61 zur Definition des Vektors 8 
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Terwandt haben. Die bei der zeitlichen Änderung des magne- 
tischen Feldes induzierte elektromotorische Kraft ist nach dem 
Induktionsgesetz gleich 

Nun sollte die Probespnle so klein gewählt werden^ daß das 
magnetische Feld auf f wirklich homogen ist, daher ist der 
Induktionsfluß gleich 

ZU setzen; demnach wird die elektromotorische Kraft 

c ' dt 

Femer war in § 61 von einem Felde die Rede^ welches 
Yom unmagnetischen Anfangszustande (für t=^0) aus erregt 
und dann konstant gehalten wird; fär ein solche^ wird 



OD 



/ 



Edt^-^f»„ 





und es ergibt Qleichung (187 a) 



OD OD 



^jTt^' + ^ß^'—Tf^'^- 





Da der induzierte Strom schließlich wieder erlischt^ so ist 



OD 

fdJ 



Ö 

es fällt also das erste Glied fort. Femer ist 

00 

Jdt = e 





00 



die Elektrizitätsmenge y die im ganzen den Querschnitt durch- 
strömt hat. Es wird daher 
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d. h, es hängt e nicht von der Selbstinduktion^ sondern nur 
Yon dem Widerstände der Spule und dem schließlich um- 
schlungenen Induktionsflusse ab. Wir durften daher in § 61^ 
ohne von der Selbstinduktion der Spule zu reden, den Vek- 
tor 8 durch die Gleichung (163) 

definieren. Die Definition von 8 durch die Probespule 
stimmt also mit den uns nunmehr genauer bekannten 
Gesetzen der Elektrodynamik überein. 

Wir haben hier nur von der magnetischen Energie des 
Stromes gesprochen, «licht von seiner elektrischen Energie. 
Und doch wird im allgemeinen auch der stationäre Strom von 
einem elektrischen Felde umgeben sein. 

Denken wir uns nämUch den Ereisstrom durch eine ein- 
geprägte So'afl; unterhalten, die an einer bestimmten Stelle in 
die Strombahn eingeschaltet ist (etwa ein galvanisches Element), 
so entstehen freie elektrische Ladungen und in deren Folge 
ein elektrostatisches Feld; denn nur dadurch, daß ein taiigen- 
tielles Potentialgefölle längs der Leitung besteht, witd der 
Strom in den homogenen Teilen der Leitung aufrechterhalten. 
Dem elektrostatischen Felde aber entspricht eine elektrische 
Energie. 

Die elektrostatische Energie eines geschlossenen Leitungs- 
stromes ist aber meist nur gering im Vergleiche zu der mag- 
netischen Energie, die man deshalb gewöhnlich allein als Strom- 
energie bezeichnet. Lisbesondere für dünne Leitungsdrähte ist 
der elektrische Anteil der Energie zu vernachlässigen. Wir 
können uns in dieser Hinsicht auf das Resultat des § 40 be- 
rufen, wonach die Kapazität eines stabförmigen Leiters mit 
abnehmender Dicke kleiner, und kleiner wird. Demnach wird 
bei gegebener Spannungsverteilung längs der Leitung mit ab- 
nehmender Dicke die Ladung immer geringer. Da nun die 
elektrische Energie eines elektrostatischen Feldes sich nach 
Gleichung (146 a) durch die Produkte der Ladungen und 
Spannungen ausdrückt, so wird mit abnehmendem Querschnitte 
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der Leitung die elektrische Energie immer geringer. Die 
magnetische Energie aber verhält sich gerade umgekehrt. Bei 
gegebenem Strome ist die Feldstärke in der unmittelbaren Um- 
gebung des Drahtes dem Abstand von der Drahtachse um- 
gekehrt proportional^ die magnetische Energiedichte also dem 
Quadrate derselben ^ die magnetische Energie wird daher loga- 
rithmisch unendlich, wenn der Querschnittsradius gleich Null 
wird. Aus diesem Ghnmde durften wir auch bei der Be- 
rechnung der Selbstinduktion nicht den Leiter als linearen 
Leiter ansehen; die Selbstinduktion eines solchen würde un- 
endlich sein. Da nun mit abnehmendem Querschnitt der 
Leitung die magnetische Energie des Stromes immer großer^ 
die elektrische immer kleiner wird^ so wird die letztere schließ- 
lich gegen die erstere zu vernachlässigen sein. 

Neben dem Querschnitt kommt allerdings noch die Leit- 
fähigkeit des Materials in Frage. Wird die Strombahn aus 
einem schlechten Leiter gebildet^ so wird die elektrische Energie 
beträchtlich. Denn hier bedürfen wir weit größerer elektrischer 
Ejräfbe als bei einem guten Leiter^ um einen Strom von be- 
stimmter Stärke, also auch ein magnetisches Feld von ge- 
gebener Energie, aufrechtzuerhalten. Die elektrische Energie 
wächst daher, bei gegebener magnetischer Energie, umgekehrt 
proportional dem Quadrate der Leiti^igkeit. 

Von solchen Fällen sehen wir hier ab imd verstehen, wie 
üblich, unter der Energie eines geschlossenen Stromes aus- 
schließlich die Energie des von ihm erzeugten magnetischen 
Feldes. Man kann übrigens die elektrostatische Energie ganz 
ausschließen, wenn man die den Strom unterhaltenden ein- 
geprägten Kräfte nicht auf eine kurze Strecke konzentriert, 
sondern in passender Weise längs der Strombahn verteilt an- 
nimmt; durch geeignete Verteilung der eingeprägten elek- 
trischen Kräfte kann man in der Tat erreichen, daß kein 
elektrisches Feld in der Umgebung des Drahtes entsteht. 
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§ 72. Ein Stromkreis mit Selbstinduktion, Kapazität und 
Widerstand. Elektrische Eigenschwingungen. 

Bisher haben wir in diesem Kapitel nur von Strömen ge- 
sprocheU; die in geschlossenen Bahnen fließen. Jetzt betrach- 
ten wir einen Leitungsdraht, dessen Enden in die sich gegen- 
überstehenden Platten eines Kondensators ausmünden. Bei 
-dieser Anordnung wird, wie wir wissen, der Leitungsstrom 
durch den die Kondensatorplatten verbindenden Verschiebungs- 
49trom zu einer geschlossenen Strömung er^nzt. Ist indessen 
die dielektrische Schicht hinreichend dünn, so kann für die 
Berechnung des magnetischen Feldes und der magnetischen 
Jjnergie die Anordnung als einem geschlossenen Stromkreise 
gleichwertig betrachtet werden, indem der Verschiebungsstrom 
in der dünnen dielektrischen Schicht durch ein kurzes, vom 
Leitungsstrom durchflossenes Drahtstück ersetzt gedacht wird. 

Die Einschaltung des Kondensators bringt nun aber in- 
osofem eine wesentlich neue Problemstellung mit sich, als 
seine Kapazität und seine elektrische Energie zu berücksich- 
tigen sind. Li der Tat geht z. B. aus der für die Kapazität 
K des Kugelkondensators abgeleiteten Formel (130) hervor, 
daß die Kapazität gerade für geringen Abstand der Konden- 
satorbelegungen beträchtlich wird. Und aus der Formel (146 d) 
folgt, daß die elektrische Energie des Kondensators 

ist, wenn (p jetzt für die Potentialdifferenz der Kondensator- 
helegungen geschrieben wird. Da anderseits die magnetische 
Energie 

ist, so beträgt die jeweilige Energie des Systemes 

(190) TF=tr+r=|ir9,> + |^j'. 

Äußere elektromotorische Kräfte sollen nicht wirksam sein. 
Alsdann muß die Joulesche Wärmeentwickelung durch eine 
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Energieabnahme des Systemes kompensiert werden; es ist 

» rj dTT j^ dtp L jdJ 

Da nun der Strom der einen Eondensatorbelegong Elek- 
trizität entzieht und der anderen die gleiche Menge zuführt, 
so hat man 
(190a) J-_|f = -ü:||; 

dabei ist Leitnngsstrom und Potentialgefälle längs des Drahtes 
in demselben Sinne gerechnet. 
Wir erhalten jetzt 

(190b) BJ=g>-f,§, 

eine Gleichung, die wir auch direkt gewonnen hätten, wenn 
wir in Gleichung (187) des vorigen Paragraphen für JS die 
Potentialdifferenz der Eondensatorbelegungen gesetzt hätten. 
Aus (190a, b) folgt 

(190c) ^ + iJZ^ + ^^ = 0. 

Diese Differentialgleichung bestimmt den zeitlichen Ver- 
lauf der Potentialdifferenz der Kondensatorplatten. 
Nach (190a) ist dieselbe Differentialgleichung 

(190d) j+bk'^+^^^O 

für den zeitlichen Verlauf des Stromes maßgebend. 
Die Gleichungen sind beide von der Form 

(191) f + 2dy' + (v' + d')y =-0, 

wenn abkürzungsweise gesetzt wird 

(191a) d = i-?/ 

und 

(191b) ' "^^ ^ ^'''* 



1,2 =, 



Das vollständige Integral der Differentialgleichung (191) ist 
(191c) y = Ci6*i' + CjC*«*, 

Abraham, Theorie der Elektrizität. L 3. Aon. 19 
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worin Cj, Cj Integrationskonstanten, \ und k^ aber die Wurzeln 
der quadratischen Gleichung 

(191d) Jc^ + 2dJc + v^ + ä^ = 

sind. 

Wir erhalten zwei wesentlich verschiedene Arten der 
Entladung des Kondensators, je nachdem v^ negativ oder 
positiv ist. 

SO sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung (191 d) 

(192) \ ä + vi, \^-8-vi 

reell. 

Die Lösung (191 c) ergibt in diesem Falle eine aperiodische 
Entladung. Je mehr wir aber den Widerstand B verkleinem, 
oder L vergrößern und K verkleinem, desto mehr nahem 
wir uns dem Falle, wo 




K 

ist. 

In diesem Falle findet eine oszillatorische Ent- 
ladung statt. Durch Umformung der Lösung (191c) und 
indem wir die Integrationskonstanten durch andere ersetzen, 
erhalten wir 

(192a) y = ae-^* sin (yt + a). 

Hier kann y sowohl Strom J wie Potentialdifferenz q) be- 
deuten. Die Integrationskonstanten a und a sind aus den 
Anfangsbedingungen zu bestimmen. 

Das hier behandelte Problem geht übrigens in das im 
vorigen Paragraphen behandelte über, wenn man K^oo 
setzt, DaDn wird 

daher 

ij = -2()=-^-, Ä, = 0. 
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Die Gleichung (191c) ergibt dann 

einen Ausdruck, der das vollständige Integral der DifiPerential- 
gleichung (187 a) des geschlossenen Ereisstromes darstellt, für 
den Fall, daß die eingeprägte Kraft E gleich Null ist. Ein 
Stromkreis, in den ein Kondensator von unendlich großer 
Kapazität eingeschaltet ist, ist demnach einem geschlossenen 
Stromkreis äquivalent. 

Ein anderer Grenzfall wird erhalten, wenn der Wider- 
stand R=^0 gesetzt wird. Dann wird d »-* 0, mithin geht 
(192 a) über in 
(192 b) y = asin(i;^ + a). 

Die Schwingung ist dann eine rein periodische. Die Schwin- 
gungsfrequenz V (Schwingungszahl in 2^ Sekunden) wird in 
diesem Falle nach (191b) 

(192c) . - ^. 

Bezeichnet t die Dauer einer ganzen Schwingung, so ist 
(192d) t^ — ^—YLK. 



Die theoretische Möglichkeit oszillatorischer Flaschen- 
entladungen wurde zuerst von W. Thomson erkannt. Nach 
ihm wird die Formel (192 d) far die Schwingungsdauer die 
„Thomsonsche FormeP' genannt. Daß die rechte Seite 
in der Tat die Dimension einer Zeit hat, davon überzeugt man 
sich an der Hand der Dimensionstafel des § 67. Das Gkiußsche 
System, welches die Kapazität elektrostatisch, die Selbst- 
induktion aber elektromagnetisch definiert, also beide Größen 
in Zentimetern mißt, ist hier das zweckmäßigste. Die Wellen- 
länge der elektrischen Wellen von der Schwingungsdauer t im 
Äther wird hier durch die Gleichung 

(192e) X^ct=^2xYLK 

in Zentimetern berechnet. 

19* 
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Kommt der Leitungswiderstand R in Betracht, so ist die 
Entladung nicht mehr streng periodisch^ sondern sie erfährt 
eine Dämpfong, die sich in (192 a) durch den Exponentialfaktor 
kundgibt; dabei wird dann die elektromagnetische Energie 
des Kreises allmählich in Joulesche Wärme verwandelt. Für 
die Schwingungsfiequenz gilt jetzt die Formel (192 c) nicht 
mehr genau^ sondern sie ist durch die exakte Formel (191b) 
zu ersetzen. Auch die Thomsonsche Formel ist entsprechend 
zu korrigieren, doch kommt die Korrektion nicht in Betracht, 

falls R^ klein gegen -^ ist 

Wir wollen die Formeln auf einen konkreten Fall an- 
wenden. Die Kapazität K können wir für einen Kugel- 
kondensator nach Gleichung (134) berechnen. Hat man z. B. 

fi =» 5, a = 10 cm, b = 10,2 cm, 

so folgt 

JS:=2550cm. 

Wir denken uns eine Leydener Flasche von dieser Kapazität 
durch einen einfachen Schließungsbogen entladen; es mag etwa 

L = 10^ cm 

sein. Der Widerstand sei gleich 1 Ohm, daher in absolutem 
elektrostatischen Maße 

Ä=ylO-". 

Diese Zahl ist hier für R zu setzen, da das Gaußsche 
System den Widerstand elektrostatisch mißt. Demgemäß wird 

7?* = — . 10-" 4X> __ 410' _ 16 iA-17 'T-, 
^81 ^^ ' c« JS: ~" 9 . 10«« . 2660 "" T ^^ ^^^^^• 

Der Quotient 

ist demnach etwa gleich 10"^. 

Der Widerstand beeinflußt also die Frequenz der Schwin- 
gungen nur sehr wenig, und man darf mit der Thomsonschen 
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Formel rechnen. Dieselbe ergibt gemäß (192 d, e) 

X - 2ä)/2250. 10^ = 10« cm 
und 

T = — • 10""* sec. 

o 

Die Dämpfungskonstante 8 endlicb wird nacb (191a) 

d-50, 

d. h. der Exponentialfaktor in (192a)^ der die Dämpfung der 
Schwingungen ausdrückt^ nimmt unter den angenommenen 
Verhältnissen erst nach 0,02 Sekunden den Wert 

2,718 

an. Während dieser Zeit erfolgen aber 600 Schwingungen^ so 
daß in der Tat für eine kleine Anzahl aufeinanderfolgender 
Schwingungen die Abnahme der Amplitude kaum merklich 
ist. Der durch (192 b) dargestellte Fall der ungedämpften 
Schwingung hat daher als Grenzfall, der sich oft in großer 
Annäherung mit dem wahren Vorgänge deckt, eine nicht zu 
unterschätzende Bedeutung. 

Wir wollen diesen Grenzfall noch etwas eingehender er- 
örtern. Setzen wir 
(193) J^=asin(i/0, 

so folgt aus Gleichung (190b), die hier in 

übergeht, 

9 = -ä ar cos {y()j 
oder nach (192c) 

(193a) 9,-^y^co9(rO. 

Diese Form der Lösung ist bereits den Anfangsbedingungen 
angepaßt, die man zu stellen hat, falls die Belegungen des 
geladenen Kondensators zur Zeit ^ == in leitende Verbindung 
gebracht werden; diese plötzliche Herstellung der leitenden Ver- 
bindung wird in der Tat durch den elektrischen Funken ver- 
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wirklicht. Zur Zeit ^ == fließt noch kein Strom. Demgemäß 
ist die magnetische Energie Null; es ist die Energie nur in 
elektrischer Form vorhanden. Sie beträgt 

(193b) Tr=f7 = |X9,» = |^. 

Nun beginnt der Strom zu fließen; die elektrische Energie 
wird im Verlaufe einer Viertelschwingung in magnetische 
Energie verwandelt; zu dieser Zeit 

ist 

und 

(193c) Tr=T=i^. 

Im Verlaufe der nächsten Viertelschwingung kehrt die 
Energie wieder zwischen die Kondensatorplatten zurück und 
dann beginnt das Spiel von neuem ^ indem ein pulsierender 
Energiestrom bald vom Kondensator in das den Leitungsdraht 
umgebende Magnetfeld, bald wieder zurückströmt; dabei ist 
im Mittel die magnetische Energie der elektrischen gleich. 

Die anfängliche PotentialdiflSerenz (p^ hängt von der Schlag- 
weite der Funkenstrecke ab; die Stromamplitude a bestimmt 
sich hieraus; es ist nach (193a) 

a-i/L 

daher 

(194) a = <p,cy^. 

Die Stromamplitude ist daher um so größer, je größer 
die Kapazität des Kondensators und je kleiner die Selbst- 
induktion des Schließungsbogens ist. 

Die Wellenlänge des vorhin durchgerechneten Zahlenbei- 
spiels betrug 10 Kilometer; dies entspricht der Größenordnung 
nach den von Feddersen beobachteten Schwingungen. Hier 
ist die Annahme quasistationärer Strömung durchaus zulässig. 
Denn die Dimensionen des Flaschenkreises sind klein gegen 
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die Wellenlänge; für die. Berechnung der Selbstinduktion einer- 
seits kommt die kurze, vom Yerschiebungsstrom eingenommene 
Strecke des Kreises nicht in Betracht, und anderseits ist die 
Kapazität des Leitungsdrahtes sehr gering gegen die Flaschen- 
kapazität. Demgemäß ist die obige mit den Begriffen der 
Potentialtheorie operierende Betrachtung hier angemessen. Wir 
konnten das Problem so behandeln, als ob das elektrische 
Feld momentan der Ladung der Kondensatorbelegungen, das 
magnetische dem im Schließungskreise zirkulierenden Strome 
entspricht. Daher reichen diejenigen mathematischen Methoden 
aus, welche zunächst nur für die Elektrostatik bzw. die statio- 
näre elektrische Strömung entwickelt worden sind. Gerade 
dasjenige, was die Maxwellsche Theorie von der Femwirkungs- 
theorie unterscheidet, kommt bei diesen Schwingungen noch 
nicht zur Geltung. Für die experimentelle Prüfung der Max- 
wellschen Theorie war daher die Erzeugung schnellerer elek- 
trischer Schwingungen notwendig. 

Es war Heinrich Hertz, der zuerst lehrte, elektrische 
Wellen von wesentlich kürzerer, im Laboratorium meßbarer 
Wellenlänge zu erregen und zu beobachten, und der so die 
Grundlage für die experimentelle Prüfung der Maxwellschen 
Theorie schuf. Aus der Thomsonschen Formel folgt, daß man 
theoretisch die Wellenlänge verkleinem kann, indem man Kapa- 
zität des Kondensators und Selbstinduktion des Schließungs- 
bogens möglichst klein wählt. Man wird also den Abstand 
der Kondensatorplatten möglichst vergrößern und, an Stelle 
eines mehrfach gewundenen, einen möglichst gestreckten Draht 
setzen. Tut man dies, so gelangt man schließlich zu der- 
jenigen Erregerform, die von Hertz bei seinen ersten Versuchen 
verwandt wurde. Derselbe besteht aus zwei Kugeln, die durch 
einen geradlinigen, in der Mitte durch die Funkenstrecke unter- 
brochenen Draht verbunden sind. Die Wellenlänge der von 
diesem Erreger entsandten Wellen betrug nur wenige Meter. 
Es ist sehr bemerkenswert und war theoretisch nicht voraus 
zusehen, daß der elektrische Funke die Eigenschaft besitzt, in 
einer gegen die Schwingungsdauer dieser schnellen Schwingungen 
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kurzen Zeit den die Fnnkenbahn ausfüllenden Isolator leitend 
zu machen und seinen Widerstand so zu erniedrigen, daß 
wirklich oszillatorische, nicht aperiodische Entladungen ein- 
treten. 

Bei diesen Hertzschen Schwingungen ist es nun 
nicht mehr gestattet, den Strom als quasistationär 
anzusehen. In der Tat, der Leitungsstrom ist hier auch 
nicht näherungsweise geschlossen, der Verschiebungsstrom, der 
die eine Kugel des Erregers mit der anderen durch den Isolator 
hindurch verbindet, kommt hier wesentlich in Betracht. Auch 
ist die Länge der offenen Bahn des Leitimgsstromes hier durch- 
aus nicht mehr klein gegen die Wellenlänge, sondern nur 
wenig kleiner als eine halbe Wellenlänge. Man muß daher 
die zeitliche Ausbreftung des Feldes berücksichtigen, d. h. die 
Differentialgleichungen des Feldes integrieren, wenn man die 
hier stattfindenden Schwingungsvorgänge mathematisch be- 
handeln will. Das wird insbesondere dann notwendig, wenn 
man zu noch kürzeren Wellen übergeht. Hertz selbst gelangte 
in seinen Hohlspiegelversuchen zu einer Wellenlänge von 60 cm 
herab, spätere Experimentatoren haben elektrische Wellen von 
nur wenigen Millimetern WellenBLnge beobachtet. 

Bei der praktischen Verwendung der schnellen Schwin- 
gungen m der drahtlosen Telegraphie hat man es mit WeUen 
von 100 bis 1000 Metern Wellenlänge zu tun. Die Sende- 
drähte oder Antennen, die man dabei verwendet, sind ihrerseits 
von derselben Größenordnimg; auch hier darf man demnach 
nicht ohne weiteres mit den Begriffen operieren, welche der 
Theorie der quasistationären Strömung entnommen sind. 

Diese Theorie erweist sich insbesondere insofern als un- 
zureichend, als sie die vom Erreger ausgesandten Wellen nicht 
enthält. Diese Wellen führen Energie mit sich, und je weiter 
bei dem Fortgange der Schwingungen die Wellenzüge sich im 
Räume ausbreiten, desto mehr muß der Energieinhalt des 
Wellenerregers aufgezehrt werden. Auf diese Energiestrahlung 
nimmt die Theorie der quasistationären Strömung keine Rück- 
sicht. Sie führt die Dämpfung ausschließlich auf die Joule- 
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sehe Wärme zurüek^ während in Wirklichkeit auch bei ver- 
schwindendem Widerstände die Erregerschwingongen eine 
Dämpfung durch Strahlung erfahren. Auch sind es ge- 
rade die von dem Sendedrahte ausgesandten Wellen^ die in der 
drahtlosen Telegraphie wirksam sind. 

Um über die Wirkung einer gegebenen Senderanordnung 
ein Urteil zu gewinnen^ genügt es nicht; die Vorgänge in dem 
Senderapparat zu verfolgen; man muß auch wissen, welches 
die Amplituden der auf den Empfänger fallenden Wellen sind 
und wie diese durch Veränderungen am Sender beeinflußt 
werden. Auf diese Fragen werden wir im zweiten Bande des 
Werkes genauer eingehen. 

§ 73. Elektrisohe Besonanz. 

Die Wellen, welche ein Hertzscher Erreger aussendet, 
werden der Beobachtung dadurch zugänglich gemacht, daß 
man einen Resonator in das Feld der Wellen bringt. H. Hertz 
selbst beobachtete die kleinen Funken, die sich an den einander 
gegenüberstehenden Enden eines kreisförmigen Resonators aus- 
bilden, spätere Experimentatoren wandten elektrometrische und 
bolometrische Messungsmethoden an. In der drahtlosen Tele- 
graphie verwendet man als Empfangsapparat eine dem Sende- 
apparat ähnliche, mit einer Empfangsantenne versehene Anord- 
nung und gibt beiden Apparaten die gleiche Schwingungsdauer. 
Als Reagens für die elektrische Erregung des Empfängers 
bedient man meist sich des Eohärers. Für das Überspringen der 
Funken bzw. das Ansprechen des Eohärers ist die maximale 
elektrische Spannung maßgebend, während die elektrometrischen 
und bolometrischen Methoden Zeitintegrale des Quadrates von 
Spannung bzw. Strom messen. 

Die strenge Theorie der elektrischen Resonanz kann nur 
durch Integration der DifiPerentialgleichungen des elektro- 
magnetischen Feldes gewonnen werden. Denn die Dimensionen 
der Resonatoren sind, insbesondere bei Verwendung von 
Antennen, mit der Wellenlänge der in ihnen stattfindenden 
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Schwingungen vergleichbar. Dennoch konnte V. Bjerknes, 
der die Unter suchuD gen von Heinrich Hertz in dieser Richtung 
weiterführte ; die wichtigsten Erscheinungen der elektrischen 
Resonanz auf Grund der elementaren Schwingungslehre er- 
klären. 

Wir gelangen zu dem Ansätze der Bjerknesschen Theorie, 
indem wir in der Gb'undgleichung (187) der Theorie der 
quasistationären Strömung für die elektromotorische Exaft E 
einen allgemeineren Ausdruck setzen. Die von den Ladungen 
der Eondensatorbelegungen herrührende elektromotorische 
Kraft (p hatten wir bereits im vorigen Paragraphen berück- 
sichtigt. Dazu tritt jetzt die von den auffallenden Wellen 
herrührende, äußere elektromotorische Bjraft, die wir mit E^ 
bezeichnen wollen. Dieselbe wird der längs des Resonator- 
kreises integrierten elektrischen Feldstärke der auffallenden 
Wellen gleich zu setzen sein und wird nicht nur von der 
Amplitude und Frequenz dieser Wellen abhängen, sondern 
auch von der Form des Resonators, sowie von seiner Stellung 
gegen die Wellen und gegen die Richtungen des elektrischen 
und des magnetischen Vektors in den Wellen. Die Einführung 
dieser äußeren Ejraft in (187) ergibt 

(195) ^J^^+RJ^^p + E-, 

oder infolge von 

dt dt ' 

(195a) ^+BK'/^+^'^^-E''. 

Um nun zu der DiflFerentialgleichung zu gelangen, welche 
der Gleichung (191) für die Eigenschwingungen entspricht, 
setzen wir wieder 

(195b) zi^ ''' + *'' ^ = 2d, 

und erhalten 

(195c) 9" -h 2*9)' + (i/2 + d^)(p = - (v^ + d^)E\ 

Bjerknes setzt nun für die von den Erregerwellen aus- 
geübte elektromotorische Kraft eine gedämpft periodische 
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Funktion der Zeit, deren Frequenz und Dämpfungskonstante 
mit denen der Erregerschwingungen identisch sind. Er führt 
die Integration der DifiPerentialgleichung (195 c) für den all- 
gemeinen Fall durch, daß Erreger und Resonator verschiedene 
Frequenz und verschiedene Dämpfung besitzen. Wir wollen 
uns indessen hier auf die Behandlung des speziellen Falles 
beschränken, wo der Erreger dieselbe Frequenz v und Dämpfungs- 
konstante d besitzt wie der Resonator. Wir setzen 

(196) - E^(v^ + d^) = Äe'^* cos (vt). 

A ist der Bjerknessche „Intensitätsfaktor^^, der von der Am- 
plitude und Frequenz der Erregerschwingungen und von der 
Form und Stellung des Resonators abhängt. Jetzt wird 

(196a) 9" + 2*9' + {y^ + d«)^ = Ae-^' cos {vt). 

Eine Partikulärlösung dieser Differentialgleichung ist 

(197) 9=^<e-*'8in(W), 

wie man durch Einsetzen in die Differentialgleichung leicht 
beweist. Das vollständige Integral von (196 a) erhält man, 
indem man zu (197) das mit zwei Integrationskonstanten ver- 
sehene Integral der homogenen Gleichung hinzufügt, die durch 
Nullsetzung der rechten Seite von (196a) entsteht. Dieses 
hinzuzufügende Glied entspricht der gedämpften Eigenschwin- 
gung des Resonators. Setzt man aber voraus, daß vor dem 
Eintreffen der Welle, das zur Zeit t^O stattfindet, der Reso- 
nator ungeladen und stromlos war, so gelten die Anfangs- 
bedingungen: für ^ = ist 

Diesen Anfangsbedingungen nun genügt bereits das partikuläre 
Integral (197); dies ist also schon das vollständige Integral. 
Die Amplitude der Resonatorschwingungen steigt, wie aus 
(197) hervorgeht, nach dem Gesetze te"^* zunächst an, um 
dann, wenn die schwächer gewordene äußere Kraft die eigene 
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Apparate sind. Wünscht man nun den Empfangsapparat einer 
Station so abzustimmen, daß er nur auf einen bestimmten 
Sender, nicht aber auf andere, gleichzeitig nach anderen 
Stationen telegraphierende Sender anspricht, so müssen die 
Frequenzen dieser anderen Sender außerhalb des Bereiches des 
Ansprechens Hegen. Man wird mit um so mehr Sendern nach 
verschiedenen Stationen unabhängig telegraphieren können, je 
kleiner die Bereiche des Ansprechens, d. h. je geringer die 
Dämpfungen der Apparate sind. 

Man kann nun aber die Dämpfung eines Marconi-Senders 
nicht beliebig erniedrigen. Die vom Sender zum Empfänger 
eilenden elektromagnetischen Wellen sind es ja gerade, welche 
die telegraphischen Zeichen übermitteln. Ihre Energie wird 
den Senderschwingungen entzogen und die so entstehende 
Dämpfung muß man mit in Kauf nehmen, wofern es nicht 
gelingt, dem Sender die verlorene Energie nachzuliefern. Die 
Strahlungs^unpfung ist um so größer, als es bisher nicht ge- 
lungen ist, die Wellen nach dem Orte der Empfangsstation 
zu konzentrieren. Die Wellen breiten sich nach allen Seiten 
hin aus und eutziehen dem Sender erhebliche Energiemengen. 
Wir werden im zweiten Bande dieses Werkes zeigen, wie man 
die von einer Antenne entsandte Strahlung berechnet. Durch 
die Strahlungsfähigkeit der Antenne und die anfänglich auf- 
gespeicherte Energie bestimmt sich der Verlauf der durch den 
elektrischen Funken ausgelösten Schwingungen des Marconi- 
Senders. Die anfängliche Energie jedoch hängt von dem 
Funkenpotential imd von der Kapazität der eingeschalteten 
Kondensatoren ab. Diese Kapazität ist nicht beliebig zu 
steigern; denn es müßte, um gleich schnelle Schwingungen zu 
erhalten, der Thomsonschen Formel gemäß die Selbstinduktion 
gleichzeitig verringert werden. Aber auch ein kurzer und 
dicker Schließungsbogen besitzt eine bestimmte Selbstinduktion*^ 
diese kann nicht unterschritten werden. 

Die Herabdrückung der Dämpfung des Senders ist dem- 
nach nur durch Schwächung der entsandten Wellen möglich. 
Hierdurch würde der Intensitätsfaktor A verkleinert und sa 
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die Tragweite des Senders verringert werden. Die Forderungen 
guter Abstimmbarkeit und großer Tragweite widersprechen 
sich also. 

Wir haben hier den Fall behandelt^ daß der Sender nur 
eine einzige gedämpfte Schwingung ausführt. Dieser Voraus- 
setzung entspricht die ursprüngliche Marconische Sender- 
schaltung, bestehend aus einer Antenne, eventuell mit ein- 
geschalteter Kapazität. Es ist aber klar, daß der oben gezogene 
Schluß aus rein energetischen Gründen auch bei komplizierteren 
Senderschaltungen zutreffen muß. Wünscht man lange an- 
haltende Schwingungen zu erzeugen, so muß man die Aus- 
strahlung verringern, daher auf große Tragweite verzichten. 
Wünscht man hingegen eine möglichst große Entfernung zu 
erreichen, so muß man möglichst intensive Wellen erzeugen. 
Alsdann erschöpft sich die Energie des Senders rasch; die 
Schwingungen erlöschen und gestatten so keine scharfe Ab- 
stimmung. 

Neuerdings scheint man jedoch im elektrischen Licht- 
bogen ein Mittel gefunden zu haben, Gleichstrom in hoch- 
frequenten Wechselstrom zu verwandeln und so dem Sender 
die ausgestrahlte Energie fortgesetzt nachzuliefern; dies v^rde 
einen wesentlichen Fortschritt der drahtlosen Telegraphie be- 
deuten. 

§ 74. Zwei induktiv gekoppelte Stromkreise. 

Wir haben im letzten Paragraphen den Fall behandelt, 
daß ein Stromkreis einen zweiten zu Schwingungen anregt. 
Wir haben indessen eine Rückwirkung des zweiten Kreises 
auf den ersten nicht in Betracht gezogen. Eine solche Rück- 
wirkung wird stattfinden, wenn die Entfernung der beiden 
Kreise gering, etwa von der Ordnung der Wellenlänge ist. 
Im Rahmen dieses Kapitels, d. h. auf Grund der Theorie der 
quasistationären Strömung, können wir strenge nur den Fall 
behandeln, daß die Entfernung der beiden Stromkreise klein 
gegen die Wellenlänge der in ihnen pulsierenden Ströme ist. 
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Die von A. Oberbeck und anderen gegebene Theorie der 
Schwingungen zweier induktiv gekoppelter Stromkreise, welche 
in diesem Paragraphen dargelegt werden soll, gilt exakt z. B. 
für den Tesla-Transformator, auf die Senderanordnungen der 
drahtlosen Telegraphie ist sie aus den in § 72 dargelegten 
Gründen nur mit Vorsicht anzuwenden. Diese Braun-Slaby- 
schen Senderanordnungen sind aus zwei Teilen zusammen- 
gesetzt. Der erste Teil stellt einen geschlossenen Stromkreis 
dar, bestehend aus einer Zahl Leydener Flaschen und einem 
Schließungsbogen bzw. einer Spule, der zweite Teil des Systemes 
enthält die Sendeantenne. Letztere ist entweder direkt an den 
«rsten Kreis ^ angeschlossen oder vermittels elektromagnetischer 
Induktion mit ihm verkoppelt. Den ersten Kreis, der klein 
gegen die Wellenlänge der entstehenden Schwingungen ist, 
kann man unter Umständen auf Grund der Theorie der quasi- 
stationären Strömung behandeln, den zweiten hingegen, der die 
Antenne enthält, nicht. Nichtsdestoweniger konnte M. Wien 
zeigen, daß gewisse Eigenschaften dieser Sendeapparate sich 
auf Grund jener Theorie ableiten lassen. Wir wollen diese, 
auf den Regeln der allgemeinen Schwingungslehre beruhenden 
Eigenschrffcen gleichfaUs entwickeln, indem wir die Vorgänge 
in zwei induktiv gekoppelten Stromkreisen unter Annahme 
quasistationärer Strömung verfolgen. 

Wir gehen dabei zurück auf die Gleichungen (186 d), 
welche bereits der Selbstinduktion und der gegenseitigen In- 
duktion Rechnung tragen. Die dort eingeführten elektro- 
motorischen Kräfte ^J, E^ wollen wir jetzt durch die von den 
Ladungen eingeschalteter Kondensatoren herrührenden ersetzen, 
d. h. durch die Potentialdififerenzen 9^, (p^ ihrer Belegungen. 
Dann erhalten wir 

^ ^ ^ Lt ^ Lt ^-T-R 

92 c* »2 dt "" c* 12 dt """^a^- 

Diese Gleichungen gehen auch aus der in § 72 für einen 
•einzelnen Stromkreis angestellten Gleichung (190 b) durch 
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Einführung der gegenseitigen Induktion hervor. Wir setzen, 
wie dort, — 

(198a) J^--K,% J.--^/-^, 

indem wir unter Kj , K^ die Kapazitäten des in den ersten bzw. 
den zweiten Kreis eingeschalteten Kondensators yersteheü. Da- 
durch geht (198) über in 



«o _L 7? TT ^^« -L -^»^ ^*9>8 , A«^i <^Vi _ A 

Vi + '*<8^2 -AT i-^-TF-^w^x H — ;:«— -TtTT = ^• 



dt •"-* c* —dt* ' c* dfe^ 

Wir wollen nun annehmen, daß die Widerstände iJ,, ÜL 
gering sind, so daß die von ihnen herrührende Dämpfung 
nicht wesentlich don S^hwingungSTorgang beeinflußt. Setzen 
wir sie gleich Null, öo werdeh die Frequenzen der beiden 
Stromkreise bei fehlender Koppelung nach (191b) 

(198c) ^^=-^^, y^^ 



Schreiben wir weiter abkürzungsweise 

(198d) ^1^'k'l^' ^»"^tT^^ 

SO gelten für 9^, (p^ die simultanen Differential- 
gleichungen 

, Q^ . 9i" + ^1' <]Pi + *i 9^2" -= 0, 

*^ ^^ < + V9>2 + ^29>i"-=0. 

Da die Yermutimg nahe liegt, daß die Gleichungen sich 
durch periodische Lösungen befriedigen lassen, so machen wir 
den Ansatz 

g?2 = «2^^ 



(199) 



Gelingt es, durch diesen komplexen Ansatz den Differential- 
gleichungen zu genügen, so stellen die reellen Teile dieser 
Ausdrücke ein reelles Lösungssystem der linearen Gleichungen 

Abraham, Theorie der Elektrizität L 3. Aon. 20 
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dftr. Wir erhalten durch Einsetzen in (198 e) 

(199.) *;-;-''r!i'°"'.' 

oder 

(199 b) «. = n;z_''_*=3j'l_. 

Ist demnach die Frequenz v der entstehenden Schwin- 
gungen gefondien^ so ist Og durch a^ bestimmt. Femer folgt 
für v^ die quadratische Gleichung 

(199 c) 1/* (1 - \ fcj) ~ v^ (i/j* + V) + i/i» 1/,* = 0. 

Führt man durch die Substitutionen 

(199d) v = -, v,=-^, v,=- 

die Schwingungsdauem ein^ so erhält man 

(199 e) T* - t' {t,' + 1,') + t,' t,' (1 -hlc^)^ 0, 
daher 

(199f) T« = |JT,»+V±y(r,»-r»)« + 4Ä;»W), 

wenn abkürzungsweise 

(199g) l^^Tc^Tc^^-^ 

gesetzt wird. Wir nennen Ä* den „Koppelungskoeffizienten''. 
Wir verstehen nun unter t^ die größere, unter r^ die 
kleinere der Schwingungsdauern der beiden Kreise vor der 
Koppelung, hingegen unter r', t" die Schwingungsdauern der 
beiden Eigenschwingungen des gekoppelten Systemes, und zwar 
mag r'^ die größere, r"* die kleinere der Wurzeln (199f) be- 
zeichnen. Dann folgt aus jener Gleichung 

(200) T'>tri^r8>tr". 

Die langsamere Eigenschwingung des gekoppelten 
Systemes ist langsamer, die schnellere schneller als 
jede der beiden Eigenschwingungen der ungekoppelten 
Kreise. 
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Auch wenn man den Fall betrachtet; daß die beiden 
Stromkreise vor der Koppelung die gleiche Schwingungsdauer 

(^OOa) t-ft « r, == r« = — = — = — 

^ ^ ^1 Vj ^0 

besitzen, d. h. daß 

ist, fallen die Perioden des gekoppelten Systemes keineswegs 
zusammen; es wird vielmehr 



(200b) r'-r,yi+k, 

» 

Zwei Kreise der gleichen Periode geben, mit- 
einander gekoppelt, ein System von zwei verschie- 
denen Perioden, von denen die eine größer, die andere 
kleiner als die Periode der ungekoppelten Kreise ist. 

Wir wollen für diesen letzteren Fall, wo die ungekoppelten 
Kreise aufeinander abgestimmt sind, den Schwingungsvorgang 
genauer verfolgen. Zu den Frequenzen übergehend, erhalten wir 

^ l + k 

(200 c) , 

Der Frequenz v = v' entspricht nun eine Partikularlösung 

der Frequenz v = i/" eine Partikularlösung 

der DiflFerentialgleichimgen (198 e). Für die entsprechenden 
Konstanten folgt aus (199b), (200c) und (199g) 



Y \' 



(200 d) ""'^ **'''' ** 



20' 
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Da nun die beiden ungekoppelten Kreise aufeinander ab- 
gestimmt sind, d. h. 

ist, so folgt aus (198 d) 

(200e) l-l-iü- 

Die beiden Systeme von Partikularlösungen werden demnach 



<p/ = Ve>*'', < = V]/ge'''' 



und 

Wir können etwa für die komplexen Eonstanten a^', d^" 
setzen 

wo a', a', a", a" jetzt vier reelle Integrationskonstanten be- 
deuten. Der Übergang zu den reellen Bestandteilen und die 
Zusammensetzung der Partikularlösungen ergibt dann 

(f^ = a' cos (v' t + a^) + a" cos (v" t + a"); 

9), ==]/§^ j a' cos (i/' ^ + a') - «" cos (vU + a") ) • 

Dieses ist die vollständige Lösung für den Fall 
zweier ursprünglich in Resonanz befindlicher und 
dann induktiv gekoppelter Kreise. Durch geeignete Wahl 
der Integrationskonstanten kann sie jedem vorgegebenen An- 
fangszustande angepaßt werden. Die entsprechenden Strom- 
stärken in den beiden Kreisen sind nach (198 a) 

^ eZ; = Z, {a'i/'sin {v^t + «') + a"i/"sin (i,"^ + a")}, 

^'^ ^» = YK[K, [ d! 1/' sin (i/' ^ + «0 - «'' ^" sin {vH -f- a") } • 

Ist nun der erste Kreis anfangs geladen und stromlos 
und der zweite Kreis ungeladen und stromlos und wird zur 
Zeit ]f = der Schwingungsvorgang durch einen Funken- 
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Übergang im ersten Kreise eingeleitet; so sind die Anfangs- 
bedingungen zu stellen 

(201b) t=^0: 9)1 = 9)0? Ji="0, 9)2 = 0, e7'3 = 0. 

Den beiden Bedingungen Ji = 0, Jg = genügen wir, 
indem wir die Phasenkonstanten a' =» 0, a" = setzen. 
Alsdann folgt gemäß (201) aus 9?2 ^ ^• 

a' - a" 
und daher .aus 9?i = 9)© • 

(201c) a'-a"-|^. 

Die Potentiale in den beiden Kreisen werden jetzt 

(201 d) 



9)2 =f]/f (cosi/'^-cosi/U) 



Es tritt also jede der beiden Schwingungsfrequenzen in 
beiden Kreisen auf; die Amplituden des Potentiales im zweiten 
Kreise hängen wesentlich von dem Verhältnisse der Kapazi- 
täten ab. Der Koppelungskoeffizient k spielt nur insofern eine 
Rolle, als er gemäß (200 c) die Frequenzen der beiden Eigen- 
schwingungen beeinflußt; dabei ist die Differenz der beiden 
Schwingungszahlen um so kleiner, je loser die Koppelung, d. h. 
je kleiner k ist. Bei loser Koppelung und geringer Schwingungs- 
differenz darf man setzen 

(201e) v' = v,(l-^k), v" = v,[l+^k), 

daher 

(201 f) v' + 1/" = 21/0, i/"-v' = Äi/o. 

Für lose Koppelung entspricht demnach das arith- 
metische Mittel der beiden Schwingungsfrequenzen 
der gemeinsamen Frequenz der ungekoppelten Kreise, 
die Differenz der beiden Frequenzen ist dem Koppe- 
lungskoeffizienten proportional. 

Zwei Schwingungen der gleichen Amplitude und nur 
wenig verschiedener Periode ergeben nun bekanntlich Schwe- 
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Übergang zu sehr loser Koppelung die allgemeine Bjerknessche 
Theorie des elektrischen Resonators ergeben, welche der Rück- 
wirkung des Resonators auf den Erreger nicht Rechnung trägt. 
Bei enger Koppelung treten die beiden Eigenschwingungen 
des Systemes deutlich hervor; in diesem Falle ist die Form 
(201g) der Lösung zur Deutung der beobachteten Vorgänge 
weniger geeignet als die ursprüngliche Form (201 d). Bei den 
enggekoppelten Sendern der drahtlosen Telegraphie hat man 
nun in der Tat zwei Eigenschwingungen festgestellt. Qualitativ 
lassen sich demnach die Schwingungsvorgänge in diesen Sende- 
apparaten auf Grund der Theorie der quasi stationären Strömung 
diskutieren. Daß aber diese Theorie unzureichend ist^ geht 
schon daraus hervor, daß die Entstehung elektromagnetischer 
Wellen, auf der die Möglichkeit einer drahtlosen Telegraphie 
beruht, von ihr nicht erklärt wird. Ein gründliches Ver- 
ständnis der bei der drahtlosen Telegraphie stattfindenden 
Vorgänge ist nur auf Grund der Theorie der elektrischen 
Wellen möglich. Wir kommen im zweiten Bande dieses 
Werkes auf die mit der drahtlosen Telegraphie verknöpften 
Probleme der Elektrodynamik zurück. 



Drittes Kapitel. 
Elektromagnetische Wellen. 

§ 75. Ebene WeUen in einem isotropen^ homogenen 

Dielektrikum. 

Wir gehen in diesem Kapitel zur Behandlung solcher 
elektromagnetischer Felder über, die zeitlich imd räumlich 
rasch wechseln. Bei diesen versagt die Theorie des quasi- 
stationären Stromes. Man hat der mathematischen Theorie 
der elektrischen Wellen die Differentialgleichungen des elektro- 
magnetischen Feldes für ruhende Körper (§ 66) zugrunde zu 
legen. 
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Wir betrachten zunächst ein homogenes, isotropes Dielek- 
trikum; ein solches ist Ton eingeprägten Kräften frei. Die 
Feldgleichungen (179), (179 a) ergeben hier 

(203a) -i^ = curl§, 

(203 b) --|^-curl«. 

Da fi konstant ist, so wird (179 b) 

(203c) div§«0. 

Dazu kommt, wenn wir wahre Ladungen im Innern des 
Isolators ausschließen, 
(203d) div«-0. 

Durch dieses Gleichungssystem bestimmt sich die Fort- 
pflanzung elektromagnetischer Wellen in dem Dielektrikum. 

Wir können aus dem Gleichungssystem leicht einen der 
beiden Vektoren (S oder § eliminieren. Man eliminiert ft, 
indem man von der ersten Gleichung den Gurl nimmt, die 

zweite nach t differentiiert und, mit dem Faktor — multipli- 
ziert, zur ersten addiert. Dann folgt 

— "T -^ = curl curl 6, 

Nach der Rechnungsregel (95) geht diese Gleichung mit 
Rücksicht auf (203 c) über in 

(203e) ^^ ^ = V^§. 

Anderseits kann man auch ^ eliminieren, indem man 

(203a) mit — multipliziert und nach t differentiiert, hierauf 

von (203 b) den Curl nimmt und diese Gleichung sodann von 
der ersten subtrahiert. Man erhält dann 

(203f) 1^^« = V««. 

Die beiden Vektoren ® und § erfüllen demnach dieselbe 
Differentialgleichung. Für zeitlich nicht wechselnde Felder 
geht diese in die Laplacesche Differentialgleichung über. 
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§ 76 



Wir suchen jetzt partikuläre Lösungen der Feldgleichungen, 
die ebenen, homogenen Wellenzügen entsprechen. Man be- 
zeichnet einen Wellenzug als homogen, wenn man im Felde 
eine Schar paralleler Ebenen so legen kann, daß die elektrische 
und die magnetische Feldstärke längs einer jeden dieser Ebenen 
sich nach Betrag und Richtung nicht verändern; jene Ebenen 
nennt man die Wellenebenen, ihre Normalenrichtung die 
Wellennormale. Wir wollen die a?-Achse in die Wellennormale 
legen, so daß die Wellenebenen der (ffi8)-Ehene parallel werden. 
Da längs der Wellenebenen (& und ^ konstant sein sollen, so 
fallen die partiellen Differentialquotienten nach y und fort 
und es lauten die Feldgleichungen: 



(204a) 



(204b) 



(204 c) 
(204 d) 



C 


X 

dt 


= 
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= 0, 



Aus (204c, d) folgt, daß die longitüdinalen, d. h. die 
parallel der WeUennormale genommenen, Komponenten der 
Vektoren 6, § längs der Wellennormale nicht variieren. Die 
ersten beiden der Gleichungen (204 a), (204 b) aber besagen, 
daß diese Komponenten S^, $^ auch von der Zeit nicht ab- 
hängen. Wir kennen also diese Größen für alle Zeiten und 



§ 76 Drittes Kapitel. Elektromagnetische Wellen. 315 

für alle Werte von x, wenn wir ihren Wert für irgendeine 
Zeit und für irgendeine Parallelebene zur (y^)-Ebene angeben. 
Wir wollen nun voraussetzen, daß zu Beginn des Vorganges 
es eine Parallelebene zur (y^)-Ebene gibt, die von den Wellen 
noch nicht erreicht ist. Hier wird sein 

(204 e) e, = 0, §, = 0. 

Dann verschwinden die lougitudinalen Komponenten der Feld- 
stärken im ganzen Räume und zu jeder Zeit. 

Würden wir ®,, §^ nicht gleich Null, sondern konstant 
annehmen, so würde ein konstantes elektrisches bzw. mag- 
netisches Feld parallel der iC-Achse sich dem Felde der Wellen 
überlagern; konstante Felder parallel der y- Achse oder der 
jer- Achse können wir ebenfalls einer Lösung der Gleichungen 
(204a, b) stets hinzufügen, da diese linearen Differential- 
gleichungen durch Einsetzen konstanter Werte von 6^, (S^ 
bzw. §y, §, erfüllt werden. Die Wellenfortpflanzung würde 
durch Hinzufügung eines solchen Feldes nicht geändert werden. 
Daher haben solche Felder für uns kein Interesse. Sie rühren 
von elektrischen Ladungen oder Strömen her, die ihren Sitz 
außerhalb des betrachteten Feldes haben und die Wellen in 
dem hier betrachteten Falle nicht beeinflussen. 

Wir bemerken, daß die beiden letzten, noch zu erfüllenden 
der Gleichungen (204a, b) die Komponenten ft^, §, einerseits 
und @^, ^y andererseits miteinander verknüpfen. Wir können 
daher diese Paare von Komponenten getrennt behandeln. Die 
Gleichungen 

^ ^ c dx ex ^ c dt ~ dx 

ergeben nach Elimination von 6^ bzw. §, 

(204g) ^^ = ?5, 



(204h) 



c* dt* dx' 



c* dt* dx 



S 7 



Gleichungen, die aus (203e, f) direkt folgen, wenn man, der 
Annahme homogener ebener Wellen entsprechend, die Differential- 
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quotienten nach y und z streicht. Diese partiellen Differential- 
gleichungen sind aus der Theorie der schwingenden Saite be- 
kannt. Die allgemeine Lösung von (204 g) schreiben wir in 
der Form 

(205) «y = f{x - wt) + g{x + wt), 

wobei 



c 



(205a) w^ ^ 

gesetzt wird. 

Die Gleichungen (204f, h) werden dann erfüllt durch 

(205 b) §, ^Yj [f(x-wt)-g(x + wt)]. 

Die willkürlichen Funktionen 

f{x — wt) und g(x + wt) 

stellen Wellen dar, die sich in Richtung der positiven bzw. 
der negativen ic- Achse fortpflanzen. 

Wir beschranken uns weiterhin auf die Diskussion der- 
jenigen Partikulärlösung, welche durch die Funktion 

f(x — wt) 

gegeben ist. Die Form der Ii'unktion f ist durch die Wellen- 
kurve zur Zeit ^ = bestimmt; diese Wellenkurve pflanzt sich 
unverzerrt mit der Geschwindigkeit w fort. Die Geschwindig- 
keit einer ebenen elektromagnetischen Welle in einem isotropen 
Isolator hängt also nicht von der Wellenform und Wellen- 
länge ab. Im leeren Räume, wo das Gaußsche Maßsystem 

6=1 und ft = 1 

setzt, wird nach (205 a) die Geschwindigkeit mit der univer- 
sellen Konstanten c identisch, welche durch Vergleichung der 
elektrostatischen und der elektromagnetischen Einheiten gleich 

cm 



3 . 10^« 



sec 



gefunden ist. (Vgl. § 67.) Diese Zahl stimmt mit der Ge- 
schwindigkeit des Lichtes im leeren Räume überein. Wir sehen 
also: im leeren Räume ist die Geschwindigkeit ebener 
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elektromagnetischer Wellen der Lichtgeschwindigkeit 
c gleich. 

Nicht nur die Geschwindigkeit ist den Lichtwellen und 
den elektromagnetischen Wellen gemeinsam. Die elektro- 
magnetischen Wellen sind wie die Lichtwellen trans- 
yersal. In der Tat fanden wir, daß weder ® noch § eine 
periodisch wechselnde longitudinale Komponente besitzen 
kann. Beide Vektoren stehen senkrecht auf der Wellen- 
normalen. Im leeren Räume zeigen demnach die elektro- 
magnetischen Wellen und die Lichtwellen ein ganz analoges 
Verhalten, wenn auch ihre Wellenlängen sehr yerschieden sind. 

Diese Konsequenzen seiner Feldgleichungen waren es, die Max- 
well zur Aufstellung der elektromagnetischen Lichttheorie 
führten. Die elektromagnetische Lichttheorie betrachtet die 
Lichtstrahlen uiid die Wärmestrahlen als elektromagnetische 
Wellen. Sie ist der alten mechanischen Theorie des Lichtes 
dadurch überlegen, daß sie den numerischen Wert der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit aus rein elektrischen Messungen zu 
berechnen gestattet, und dadurch, daß sie Ton vornherein nur 
transTersale ebene Lichtwellen zuläßt. Die alte Theorie, 
welche das Licht als Wellenbewegung eines elastischen Mediums 
betrachtete, konnte nur schwer das Fehlen longitudinalen 
Lichtes erklären. Die elektromagnetische Lichttheorie 
schließt longitudinales Licht von vornherein aus. 

In dielektrischen Körpern, deren Dielektrizitätskonstante 
bzw. magnetische Permeabilität von 1 verschieden ist, ist die 
Geschwindigkeit elektromagnetischer WeUen durch (205 a) ge- 
geben. Der Brechungsindex eines Dielektrikums ist demnach 
allgemein gleich 

(205a) n = — -)/£|ti. 



Für den Fall speziell, wo /i = 1 ist, folgt die sogenannte 
„Maxwellsche Relation" 
(205 d) n^^6. 

Für Isolatoren, die weder paramagnetisch noch 
diamagnetisch sind, muß nach der Maxwellschen 
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elektromagnetischen Lichttheorie die Dielektrizi- 
tätskonstante gleich dem Quadrate des optischen 
Brechungsindex sein. Die experimentelle Prüfung dieser 
Folgerung gestattet es, im Sinne der elektromagnetischen Licht- 
theorie zu beurteilen, ob die Feldgleichungen das dielektrische 
Verhalten der Körper diesen sehr schnellen elektrischen 
Schwingungen gegenüber richtig beschreiben. Es entstanden* 
ja, wie im § 66 dargelegt wurde, die Feldgleichungen für 
Isolatoren dadurch aus den allgemeinen Hauptgleichungen des 
§ 65, daß die Beziehung 

Ton elektrostatischen auf beliebig rasch wechselnde Felder 
übertragen wurde. Die Gültigkeit der Maxwellschen Relation 
(205 d) ist ein Kriterium für die Richtigkeit dieser Annahme. 
Für Gase, z. B. Wasserstoff, Kohlenoxyd, Luft, hat 
L. Boltzmann die Dielektrizitätskonstante s gemessen und sie 
in guter Übereinstimmung mit dem Quadrate des optischen 
Brechungsindex gefunden. Andere Körper wiederum, wie z. B.' 
das Wasser, gehorchen nicht der Maxwellschen Relation, indem 
die Dielektrizitätskonstante sich als weit größer ergibt als 
das Quadrat des optischen Brechungsindex. Diese Körper 
zeigen indessen bereits im Gebiete der Hertzschen Wellen 
Dispersion, d. h. Abhängigkeit der Wellengeschwindigkeit Ton 
der Wellenlänge. Es kann daher nicht wundernehmen, daß 
in solchen Körpern die Lichtwellen eine ganz andere Ge- 
schwindigkeit besitzen, als sich aus der elektrostatisch ge- 
messenen Dielektrizitätskonstante ergibt. Dieser Umstand läßt 
sich nicht als Argument gegen die Grundvorstellungen der 
elektromagnetischen Lichttheorie geltend machen, da ja bereits 
für rein elektrische Wellen in solchen Körpern die Geschwindig- 
keit nicht durchweg der Maxwellschen Relation entspricht. 
Man wird, um diese Abweichung von der Maxwellschen Re- 
lation zu erklären, das optische Verhalten dieser Isolatoren 
auf Grund der allgemeinen Hauptgleichungen des § 65 be- 
handeln, aber die Beziehung zwischen elektrischer Feld- 



> 
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stärket und elektrischer Verschiebung ^ erweitern; das ge- 
schieht in der Tat in den elektromagnetischen Theorien der 
Dispersion. 

Indem wir aus dem Gleichungssystem (204 a,b) diejenigen 
Gleichungen herausgriffen, welche (S^, §, miteinander ver- 
knüpfen, beschrankten wir die Betrachtung auf eine gerad- 
linig polarisierte elektromagnetische Welle. In einer solchen 
folgen 5ich el^trischer Vektor, magnetischer Vektor und 
Richtung der Wellenfortpflanzung, wie y-, js-, a;-Aohse eines 
rechtshändigen Achsensystems, d. h. wie Daumen, Zeigefinger 
und Mittelfinger der rechten Hand. In der Tat kehrt sich 
dieser Regel gemäß die Richtung yon ^ um, wenn die Fort- 
pflanzungsrichtung umgekehrt, aber die Richtung Ton S bei- 
behalten wird; daher das negative Vorzeichen, mit dem 

in Gleichung (205 b) versehen ist. Die Gleichungen des Systems 
(204a,b), welche ft,, §y miteinander verknüpfen, gehen aus 
den für 8^, §^ geltenden hervor, indem 6^ durch 8,, §, 
durch — §y ersetzt wird. Dieser Substitution entspricht eine 
Drehung um einen Rechten um die WeUennormale als Achse. 
Die Integration ergibt hier Wellen, die senkrecht zu den 
bisher behandelten polarisiert sind, die aber im übrigen die- 
selben Eigenschaften aufweisen wie jene. 

Ob die Polarisationsebene eines geradlinig polarisierten 
Strahles durch den Vektor (B oder durch § bestimmt wird, 
läßt sich auf Grund der bisherigen Entwickelungen nicht an- 
geben. Doch ergibt die Ausdehnung der elektromagnetischen 
Theorie auf Kristalle, daß man zu den Gesetzen der KristaUoptik 
gelangt, wenn man die optische Anisotropie auf die dielektrische 
zurückführt und die Polarisationsebene mit der durch ^ und 
die Wellennormale gelegten Ebene identifiziert. Auch die 
Gesetze der Reflexion des Lichtes an der Oberfläche durch- 
sichtiger Körper, auf die wir Hier nicht eingehen wollen, er- 
geben sich aus der elektromagnetischen Theorie in Überein- 
stimmung mit den Formeln Fresnels, wenn man die Polarisations- 
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ebene eines geradlinig polarisierten Strahles senkrecht zum 
Vektor d annimmt. 

Wir wollen jetzt die Energie berechnen, welche eine ebene 
elektromagnetische WeUe mit sich führt. Die in der Volum- 
einheit enthaltene Energie beträgt nach (180f) 

Da nun in einer parallel der rp-Achse fortschreitenden Welle, 
wie sie durch den ersten Summanden in (205, 205 b) dar- 
gestellt wird, 
(205 e) s&^(i§^ 

ist, so ist die in einem gegebenen Volumen des Feldes enthaltene 
Energie für ebene Wellen in Isolatoren zur einen Hälfte elek- 
trischer, zur anderen magnetischer Art. Während die Welle 
mit der durch (205 a) bestimmten Geschwindigkeit w fort- 
schreitet, tritt in der Sekunde durch den Quadratzentimeter 
einer zur Wellenebene parallelen Ebene die folgende Energie- 
menge hindurch: 






(205f) 



Der so bestimmte Ausdruck S ist ein Maß der Energie- 
Strömung oder der Strahlung. Wir wollen, an den aus 
der Optik geläufigen Begriffen des Lichtstrahles uns anlehnend, 
S als Betrag eines Vektors deuten, dessen Richtung durch die 
Eortpflanzungsrichtung der ebenen Welle bestimmt ist. Da, 
wie wir wissen, die Fortpflanzungsrichtung mit der Richtung 
des äußeren Produktes der beiden aufeinander senkrechten 
Vektoren ®, § übereinstimmt, so liegt es nahe, für den 
^,StrahlTektor" zu setzen 

(205g) ® = -[«§]. 

Dann wird die Strahlung nicht nur auf senkrecht zur 
Wellennormale gestellte, sondern auch auf schief gestellte 
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Flächen durch die zur Fläche normale Komponente von @ 
angegeben. Der erhaltene Ausdruck des Energiestromes durch 
die Feldstärken ergab sich hier für ebene Wellen unmittelbar 
aus dem für die Energiedichte angenommenen Werte. Er 
ist aber, wie wir später sehen werden, von weit allgemeinerer 
Bedeutung. 

§ 76. Ebene Wellen in Halbleitern. 

Wenn der homogene isotrope Körper, in welchem sich 
die elektromagnetische WeUe fortpflanzt, zugleich elektrisch 
leitet, so ist die Gleichung (203 a) durch Einführung des 
Leitungsstromes zu erweitern. Die allgemeinen Feldgleichungen 
(179, 179a, b) ergeben hier 



(206a) l^ + l^^«=.curl§, 

(206b) -.^ll^curl«, 

(206 c) div§==0. 

Die Gleichung (203 d), welche das Verschwinden der freien 
Elektrizität im Innern des homogenen Mediums ausspricht, 
bleibt auch für die Wellen im Innern des homogenen Leiters 
gültig. Um dieses einzusehen, bilden wir die Divergenz von 
(206 a). Wir erhalten dann 

l^div«+i^div«=^0. 

c dt ' c 

Aus dieser Gleichung schlössen wir bereits im § 54, daß 
die räumliche Dichte der freien Elektrizität an jedem Punkte 
des Feldes nach dem Gesetze 

abnimmt (vgl. 158, 158 a), wo 

die sogenannte Relaxationszeit ist. Das Abklingen einer durch 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. 3. AufL 21 
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Q^o gegebenen Anfangsverteilung freier Elektrizität ist also 
ganz unabhängig Ton den elektromagnetischen Störungen^ die 
Ton außen her in das Innere des homogenen Leiters eindringen. 
Nehmen wir z. B. an^ daß zur Zeit ^ = das Feld im Innern 
des Leiters NuU war, so ist auch q^q = und daher q^, die 
Dichte der freien Elektrizität, dauernd gleich NulL Aus der 
so gewonnenen Gleichung 

(206d) diT«-0 

und aus (206 c) schließen wir nun, ganz ebenso wie im Torigen 
Paragraphen, daß nur transversale, ebene elektromagnetische 
Wellen im Innern des homogenen Leiters sich fortpflanzen 
können. Auch läßt sich die Elimination von S bzw. $ in 
ganz entsprechender Weise ausführen wie dort. Sie ei^bt 
für diese beiden Vektoren die Differentialgleichungen 

(206e) ^^h^'^^'^'^' 

(206f) i^^ + i^^^«v*e, 

die jetzt an Stelle von (203 e, f) treten. 

Wir untersuchen wieder ebene homogene Wellen; wir 
legen die a;-Achse in die Fortpflanzungsrichtung und zerlegen 
die in die Wellenebenen fallenden Vektoren @, ^ in ihre 
Komponenten. Wir betrachten auch hier nur die Komponenten 
@y, §^, die, optisch gesprochen, einer geradlinig und zwar 
parallel der ^- Achse polarisierten Welle angehören. Für 6^ 
gilt sodann die partielle Differentialgleichung 

die man als „Telegraphengleichung^' bezeichnet. Derselben 
Differentialgleichung hat auch ^^ zu genügen. 

Wir wollen uns etwa den Leiter durch die (y;g?)- Ebene 
begrenzt denken und ebene Wellen senkrecht auf diese Ebene 
fallend annehmen. Für a? = nehmen wir einen periodischen. 
Schwingungszustand als gegeben an, von der Frequenz v. 
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Dieser Annahme entspricht der reelle Teil des komplexen Aus- 
druckes ae'^*y durch den wir die elektrische Feldstarke ft„ 
in der (y^er) -Ebene darstellen wollen. Wir suchen nun der 
Differentialgleichung (206g) durch den Ansatz 

(207) «^ = ae''('"^) 

zu genügen. Der reelle Teil des Ausdruckes gibt eine physi- 
kalisch zulässige Lösung der linearen Differentialgleichung. 

Damit der komplexe Ausdruck (207) die vorgelegte 
Differentialgleichung erfüllt, ist die komplexe Konstante p 
folgendermaßen zu bestimmen: 

(207a) . pt^efi-i^' 

Wir wählen für p diejenige Wurzel, deren reeller Teil 
positiv ist, und zerlegen diese in den reellen und imaginären 
Bestandteil 

(207b) p^n-ix. 

Die physikalische Bedeutung der reellen Größen n, x erkennen 
wir, indem wir sie in (207) einführen; es wird 

XV X . / nx\ 

(207 c) «y ^ae ^ • e '\~^l . 

Es ist, wie dieser Ausdruck zeigt, — die Geschwindigkeit, 

mit der die Wellenphasen im Leiter forteilen, daher n der 
Brechungsindex des Leiters. Da femer 

xvx 2yex 

ist, wenn l die Wellenlänge von Wellen der Frequenz v im 
Vakuum bedeutet, so nimmt die Amplitude der Wellen im 
Leiter beim Fortschreiten um die Strecke a: = A im Verhältnis 
ß-inx a)j j)iß QQ definierte Konstante x nennt man den „Ex- 
tinktionskoeffizienten ^'. 

Der Br^chungsindex n und der Extinktionskoeffizient x 
hängen nun mit den elektromagnetischen Materialkonstanten 

21* 
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£, (ij ts und der Schwingungsdauer 

29r 



r — — 

V 



durch die aus (207a, b) folgenden Gleichungen zusammen: 
(207 d) n2-x«=«/i, 

(207 e) wx = (Jftr. 

Es folgt aus diesen beiden Gleichungen 

w» + X« == ^y?+4^v; 

daher 

(207f) n^ = |(y£^ + 4(yV + £}, , 

(207g) x»-|{V^^+4tfV-«}. 

Diese beiden Konstanten bestimmen die Geschwindigkeit und 
die räumliche Dämpfung der im Leiter sich fortpflanzenden 
elektromagnetischen Wellen. 

Wir haben jetzt durch den für 8^ gemachten Ansatz (207) 
die Differentialgleichung (206 g) erfüllt. Der entsprechenden^ 
für §, geltenden Differentialgleichung werden wir durch einen 
entsprechenden Ansatz 

(208) §,= 66"V"^) 

genügen. Damit durch (207, 208) auch die Feldgleichungen 
(206 a,b) erfüllt sind, müssen die Konstanten a, 6 in einem 
bestimmten Verhältnis stehen. Gleichung (206 b) ergibt 

c dt ~dx ' 
hieraus folgt 

(208a) 6 = a^ = -(w-ix). 

Die Konstanten a und h stehen hiemach in einem kom- 
plexen Verhältnis. Um die physikalische Bedeutung dieses 
Ergebnisses zu erkennen, bilden wir die reellen Teile von 
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(207, 208), nachdem wir 

gesetzt haben. 
Dann wird 



(208 b) 



y=l« 



2rtxx ^ ^ 

3— {2nt 2nnx 

e *• COS ^ 



{Int 2nnx , ] 



2/txx 



Ä 1.1 r~ f2^* 27cnx , a\ 



Es bestimmen also a und ß die Phasen der elektrischen 
und magnetischen Feldstärke in den Wellen. Für ebene Wellen 
in Isolatoren sind diese Phasen einander gleich; für ebene 
Wellen in dem Leiter aber folgt aus (208 a) 

(208c) L^g.(i*-a) = !lZl^. 

setzen wir 

(208 d) y = arctgQ, 

SO erhalten wir 

(208e) ! 6 1 = l^ly;?+^^ I a ||/*^^^^' 

imd 

(208f) ß^a-y. 

Es bleibt daher in Leitern die magnetische Feld- 
stärke der Wellen um den Winkel y der Phase nach 
hinter der elektrischen Feldstärke zurück. Für einen 
Isolator wird y =» 0, und das Amplitudenverhältnis der magne- 
tischen und elektrischen Feldstärke wird gleich!/— , entsprechend 

der Gleichheit der elektrischen und magnetischen Energie der 
Wellen, die wir im vorigen Paragraphen feststellten. Gemäß 
(208 e) ändert das Hinzukommen der Leitfähigkeit 6 das Ver- 
hältnis der Amplituden und hebt die Gleichheit der beiden 
Energiebeträge auf. 

Wir haben die Beziehung (208a) der komplexen Kon- 
stanten a und h aus der zweiten der Feldgleichungen abgeleitet. 
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Die erste Feldgleichung würde nichts Neues ergeben; sie würde 
nur zu der Relation (207 a) für p^ zurückführen. 

Die Entwickelung Joulescher Wärme in Leitern bedingt 
die Extinktion der elektromagnetischen Wellen, die durch 
Gleichung (207g) angezeigt wird. Die elektromagnetische 
Lichttheorie behauptet also, daß die Isolatoren durch- 
sichtig sind und daß nur leitende Körper das Licht 
absorbieren. Diese Behauptung entspricht im großen und 
ganzen den Tatsachen. Die besten Leiter, die Metalle, ab- 
sorbieren das Licht am stärksten. Im einzelnen aber kommen, 
wie schon Maxwell selbst erkannt hat, Abweichungen vor. So 
sind die Elektroljte, obwohl leitend, oft durchsichtig. Diese 
Tatsache aber erklärt sich, wie E. Gohn bemerkt hat, ganz 
ungezwungen auf Grund des Faradayschen Gesetzes, wonach 
in Elektrolyten der elektrische Strom mit einem Massen- 
transport verbunden ist. Auch in den Lichtwellen wird gleich- 
zeitig mit der Elektrizität die mit der Elektrizität verkoppelte 
Masse schwingen müssen. Die Trägheit der elektrochemischen 
Ionen ist aber im Verhältnis zu ihrer elektrischen Lädung so 
beträchtlich, daß sie ein merMiches Mitschwingen in den hohen 
Frequenzen der Lichtwellen nicht gestattet; der Elektrolyt 
verhält sich dann wie ein Isolator. 

Die Maxwellsche Theorie berücksichtigt, indem sie all- 
gemein i = df® setzt, die individuellen Eigenschaften der 
stromführenden louen oder Elektronen nicht. Sie nimmt an, 
daß die Leitfähigkeit eines Körpers für stationären Strom auch 
noch bei beliebig rasch wechselnden Strömen maßgebend ist. 
Ganz entsprechend, wie die Gültigkeit der Maxwellschen Re- 
lation £ = w^ für Licht- und Wärmestrahlen als Kriteriiun 
für die Proportionalität von 6 und % in Isolatoren gelten 
konnte, so wird die Gültigkeit der soeben für leitende Körper 
gewonnenen Beziehungen in der Optik ein Prüfstein für die 
Richtigkeit der Annahme Maxwells sein, daß Feldstärke ß 
und Dichte i des Leitungsstromes auch für die schnellsten 
elektrischen Schwingungen in demselben Verhältnis stehen 
wie für stationären Strom. Der Relation (207 g) zufolge müßte 
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nun für Licht bestimmter Farbe die Absorption mit der Leit- 
fähigkeit der Körper parallel gehen. Ordnet mau die Körper 
nach ihrer Durchsichtigkeit , so müßte ihre Reihenfolge die 
gleiche sein, wie wenn man sie nach dem reziproken Werte 
des Leitvermögens ordnet. Diese Beziehung zwischen Durch- 
sichtigkeit und Leitvermögen hat sich nun gerade bei den 
metallischen Leitern im sichtbaren Spektralgebiete durchaus 
nicht bestätigt. 

um so mehr überraschte es, als neuerdings E. Hagen 
und H. Rubens feststellten, daß im idtraroten Spektralgebiete 
die optischen Eigenschaften der Metalle durchaus den Forde- 
rungen der Maxwellschen Theorie Genüge leisten. Wir wollen 
jetzt die Theorie dieser Versuche entwickeln. 

§ 77. Das Beflezionsvermögen der Metalle. 

Wir haben bisher in diesem Kapitel nur die Fortpflanzung 
elektromagnetischer Wellen in homogenen Körpern behandelt. 
Li diesem Paragraphen wollen wir den Fall behandeln, daß 
die elektromagnetischen Wellen auf die Oberfläche eines 
metallischen Leiters fallen. Wir haben neben den DifiFerential- 
gleichungen, die im Innern der aneinander grenzenden Körper 
gelten, noch die Grenzbedingungen an ihrer Trennungsfläche 
heranzuziehen. Wir hatten diese Gbenzbedingungen bisher 
nur für den speziellen Fall stationärer Felder in stromlosen 
Bereichen entwickelt (§ 63). Für ein beliebiges elektromagne- 
tisches Feld ergeben sich die Grenzbedingungen durch sinn- 
gemäße Anwendungen der Integralsätze, die uns zu den Feld- 
gleichungen führten. Diese Integralsätze besagen, daß das 
Linienintegral der magnetischen Feldstärke längs einer Kurve 
dem elektrischen Strome durch die umschlossene Fläche, und 
daß das Linienintegral der elektrischen Feldstärke längs einer 
Kurve der zeitlichen Abnahme des umschlungenen magne- 
tischen Induktionsflusses proportional ist. Durch Übergang 
zu Flächenelementen ergaben sich aus diesen Sätzen die Haupt- 
gleichungen (177) und (178). Diese Differentialgleichungen 
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verknüpfen den Wirbel von § mit der Dichte des wahren 
elektrischen Stromes, den Wirbel von 6 mit der Dichte des 
magnetischen Stromes (178 b, c). Die Anwendung derselben 
Sätze auf die Trennungsfläche zweier Körper ergibt, daß die 
Dichten des elektrischen bzw. des magnetischen Flächenstromes 
dem Flächenwirbel der magnetischen bzw. elektrischen Feld- 
stärke proportional sind. Wenn wir zulassen, daß der elek- 
trische Strom auf eine unendlich dünne Schicht an der Ober- 
fläche eines Metalles sich zusammendrängt, so wird dieser 
Flächenstrom mit einem Flächenwirbel der magnetischen Feld- 
stärke verknüpft sein. Ein solcher flächenhafter Strom würde 
aber in der Oberflächenschicht unendliche räumliche Strom- 
dichte besitzen. Da wir unendliche Werte der Feldstärken 
von vornherein ausschließen, so ist unendliche räumliche 
Dichte des wahren elektrischen Stromes nur bei unendlichen 
Werten von 6 oder s, unendliche Raumdichte des wahren 
magnetischen Stromes nur bei unendlichen Werten von ^ 
möglich. Wir werden im nächsten Paragraphen den idealen 
Grenzfall eines vollkommenen Leiters erörtern, der unendlicher 
Leitfähigkeit entspricht. In Wirklichkeit aber kommen jenen 
drei Materialkonstanten stets endliche Werte zu, es ist daher 
ein flächenhafter elektrischer oder magnetischer Strom auszu- 
schließen. Hieraus ergeben sich die Grenzbedingungen: Der 
Flächenwirbel der elektrischen sowie der magnetischen 
Feldstärke an der Trennungsfläche zweier Körper ist 
gleich Null. Das heißt (§ 29): die tangentiellen Kom- 
ponenten von 6 und § durchsetzen stetig die Tren- 
nungsfläche zweier Körper. 

Auf Grund dieser Grenzbedingungen soU nun das Problem 
der Metallreflexion in Angriff genommen werden. Das Metall 
soll gegen den leeren Raum durch eine Ebene begrenzt sein, 
die wir als (j/;8f)- Ebene wählen. Auf diese Ebene fällt senk- 
recht ein periodischer Zug ebener, geradlinig polarisierter Wellen 

(209) «^ = §, = a'e ^ ''. 

Dieser Ansatz ist in den für Wellen in Isolatoren ab- 
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geleiteten allgemeinen Ausdrücken (205), (205 b) enthalten, er 
genügt also den Feldgleichungen. Die a;-Achse weist nach 
dem Innern des Metalles hin. Für die reflektierte Welle 
machen wir den gleichfalls mit (205), (205 b) vertraglichen 
Ansatz 

(209a) -(|^«§,=.a"ß V ^/. 

Die reellen Teile dieser komplexen Ausdrücke sollen die 
einfallenden und die reflektierten Wellen darstellen. Ihre 
Amplituden werden durch die absoluten Beträge von a' bzw. a" 
angegeben. Die in der einfallenden imd der reflektierten 
Welle fortgepflanzten Strahlungen sind nach (205 f) den 
Quadraten ihrer Amplituden proportional. Der Quotient 
aus reflektierter und einfallender Strahlung 

(209 b) r = ^^ 



I 



ist das gesuchte ,,Beflexionsvermögen^' des Metalles 
für senkrechte Incidenz. 

Um dieses zu ermitteln, haben wir die Wellen zu be- 
rücksichtigen, die in das Innere des Metalles eindringen. Für 
die Feldstärken dieser Wellen führen wir die im vorigen 
Paragraphen abgeleiteten Ausdrücke ein (207, 208, 208 a): 

(209c) e^^ae ^ '', 



{n-iyC) J^i^-'V) 



(209d) ^^^a'^JlZ^e 

Diese Feldstärken der im Metalle fortgepflanzten Wellen 
sind nun mit denjenigen der im leeren Räume fortgepflanzten 
durch die im Eingange dieses Paragraphen entwickelten Grenz- 
bedingungen verknüpft, welche Stetigkeit der tangentiellen 
Komponenten an der Trennungsfläche fordern. Die Feldstärken 
an der einen Seite der Trennungsfläche a? = erhält man, 
indem man diejenigen der einfallenden Welle (209) und der 
reflektierten (209 a) superponiert, die Feldstärken auf der 
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anderen Seite der Trennungsfläche werden durch (209 c,d) ge- 
geben. 

Sollen jederzeit die Komponenten d , ^ zu beiden Seiten 
der Trennungsfläche einander gleich sein, so müssen die kom- 
plexen Konstanten a, d, a!^ den Gleichungen genügen 

ia' — a" = a, 
d -\- d =* d • 

Dieselben ergeben 



(209 f) 



a"=-a(-l + -^), 



daher wird das ReflexionsTermögen nach (209 b) 



(210) r - 



n — ft — tx 
n-\- \L — tx 



"" (n + ^)« + x« 



Brechungsindex n und Extinktionskoefflzient x des Körpers 
sind dabei für jede Frequenz v gemäß den Gleichungen (207 f, g) 
durch die in Gaußchem Maße gemessenen Materialkonstanten s, 
6, II ZU bestimmen. Nach der Maxwellschen Theorie gilt (210) 
für jeden isotropen Körper, sowohl Isolator, wie Halbleiter 
oder metallischen Leiter. 

Da indessen, wie erwähnt, in dem sichtbaren Spektral- 
bereiche die von der Maxwellschen Theorie geforderten Be- 
ziehungen sich nicht bestätigt haben, so wollen wir der Dis- 
kussion dieses Ausdruckes den Fall zugrunde legen, auf den 
die Beobachtungen von E. Hagen und H. Rubens (Ann. d. 
Phys. (4) 11. S. 873. 1903) sich beziehen. Diese Forscher 
untersuchten das Reflexionsvermögen von Metallspiegeln für 
langwellige ultrarote Strahlung von der Wellenlänge 

A= 1,2 X 10-3 cm. 

Die Schwingungsdauer r ist hier 

T = - = 0,4 X 10-1» Sekunde. 
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Die Leitfähigkeit 6 des Kupfers z. B. ist in absolutem elektro- 
statischem Maße 

6 = 5,14 X 10^1 
Es wird demnach 

2<yr =- 4,11 X 10*. 

In den Gleichungen (207 f, g) kommt nun die hypo- 
thetische Dielektrizitätskonstante des Metalles vor. Nimmt 
man an, daß £ < 4 ist, so ist der Quotient von b^ durch 4<y*T^ 
kleiner als 10~®, für Kupfer. Es wird also für Kupfer, und 
auch für himdertmal schlechter leitende Metalle hier h^ zu 
streichen und 2dfT in (207 f, g) an Stelle der Wurzel zu setzen 
sein. Dann steht auf der rechten Seite 26% -^h. Für Kupfer 
bedeutet hier das Streichen des b nur einen Fehler von 0,01 7o; 
für £ < 4, und auch für Stahl, der eine etwa zehnmal so kleine 
Leitfähigkeit besitzt, begehen wir nur einen geringen Fehler, 
wenn wir setzen 
(210a) w =-x =]//iidrr. 

Beschränken wir uns ferner auf Metalle, deren magnetische 
Permeabilität nicht merklich von 1 abweicht, so erhalten wir 
als Wert des Reflexionsvermögens (210) 

(ygr — \f -f- ex 2aT — 2yäi+l 
(yär + l)^ + ö r 2 tfT -j- ^Yät + 1 

oder, da konsequenterweise 1 gegen 26r zu vernachlässigen ist, 

(210b) r.l--A=. 

yat 

Diese Formel für das Reflexionsvermögen der 
Metalle gegenüber langen Wellen haben nun E. Hagen 
und H. Rubens durchweg bestätigt gefunden (nur das 
Wismut macht eine Ausnahme). So ergibt z. B. für Kupfer 
die theoretische Formel 

l-r= ,_^ ^1,4x10-«, 

dei- Versuch ergab 

1,6 X 10-^ 
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Für schlechter leitende Metalle ist das Reflexionsvermögen 
entsprechend kleiner. Es hat bei gegebener Wellenlänge immer 
das Produkt 

(l-r)y^ 

für alle Metalle den gleichen Wert; dabei bedeutet (1 — r) 
offenbar den in das Metall eindringenden Bruchteil der Strah- 
lungy d. h. das Absorptionsvermögen des Metalles. 

Geht man zu Wärmestrahlen noch größerer Wellenlänge 
über, so weicht das Reflexionsvermögen der Metalle noch 
weniger von 1 ab und der geriuge Unterschied ist nur un- 
genau festzustellen. Daher haben die genannten Forscher es 
vorgezogen, für längere Wellen an Stelle des Reflexionsver- 
mögens das Emissionsvermögen zu untersuchen. Nach dem Kirch- 
hoffschen Gesetze ist bei gegebener Temperatur das Emissions- 
vermögen der Körper für Wärmestrahlen bestimmter Wellen- 
länge dem Absorptionsvermögen proportional. Es muß dem- 
nach für alle Metalle bei derselben Temperatur das 
Produkt aus Emissionsvermögen für strahlende Wärme 
bestimmter Wellenlänge und Wurzel aus der Leit- 
fähigkeit den gleichen Wert haben. Auch dieses Gesetz 
haben die Versuche bestätigt; es ergab sich das Emissions- 
vermögen der Metalle gleich dem Emissionsvermögen des 
schwarzen Körpers, multipliziert mit 

l-r = 



übereinstimmend mit der Forderuug der Theorie. 

Diese Versuche sind in mehrfacher Hinsicht von Interesse. 
Das wichtigste Ergebnis ist: Bei den Metallen ist die von 
der Maxwellschen Theorie postulierte Beziehung i=^ &(& 
selbst für die hohen Frequenzen der Wärmestrahlen 
noch gülti g. Man kann das Reflexionsvermögen und Emissions- 
vermögen der Metalle aus ihrer elektrischen Leitfähigkeit be- 
stimmen und umgekehrt die Leitfähigkeit des Metalles aus dem 
Reflexions vermögen oder Emissionsvermögen für ultrarote 
Strahlen berechnen. Dieses Ergebnis bildet neben der Gültig- 
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keit der Maxwellschen Relation für Gase die wichtigste Stütze 
der elektromagnetischen Lichttheorie. 

Wir gelangten zu der Formel (210b), indem wir s gegen 
26r yemachlässigten. Das war jedenfalls erlaubt, wenn 1 ^ ^ ^ 4 
war. Die Gültigkeit jener Formel zeigt, daß die Dielektrizitäts- 
konstante hier nicht wesentlich in Betracht kommt; es ist 
daher gleichgültig, welchen Wert man dieser Eonstanten zu- 
schreibt. M. Planck hat bei der Ableitung der Formel (210b) 
die Dielektrizitätskonstante der Metalle gleich 1 gesetzt; 
E. Cohn hingegen hat befürwortet, den Wert dieser Kon- 
stanten zunächst unbestimmt zu lassen, indem er es als mög- 
lich betrachtet, daß zwischen den sichtbaren Strahlen und jenen 
langwelligen Strahlen es ein Gebiet gibt, wo der Wert von s 
von Einfluß wird. Im sichtbaren Gebiete reicht, wie erwähnt, 
tiuch die Einführung zweier Konstanten 6 und € nicht zur 
Darstellung der Beobachtung an Metallen aus. Hier kommen 
offenbar die von der Maxwellschen Theorie nicht berücksichtig- 
ten Eigenschaften der stromführenden Teilchen zur Geltung. 
Eine befriedigende Theorie der Metallreflexion im sichtbaren 
imd ultravioletten Gebiete steht noch aus. 

Was nun drittens die magnetische Permeabilität anbelangt, 
so haben wir sie gleich 1 gesetzt, um zur Formel (210 b) zu 
gelangen. Würde man ft in den Formeln (210), (210a) bei- 
behalten, so würde der Einfluß der Permeabilität zum Aus- 
druck gebi-acht werden. Nun gilt aber die Formel (210 b) 
auch für die ferromagnetischen Metalle Eisen und Nickel; 
hier ist also bei diesen hohen Frequenzen nicht mehr der für 
statische oder langsam wechselnde Felder gültige Wert von fi 
einzuführen, sondern es ist ft nicht merklich von 1 verschieden 
anzunehmen, d. h. 85 == § zu setzen. Das ist um so bemerkens- 
werter, als nach Versuchen von V. Bjerknes beim Eindringen 
Hertzscher Wellen in ferromagnetische Metalle deren Permea- 
bilität sich sehr wohl geltend macht. Es muß demnach im 
Intervalle zwischen den Hertzschen Wellen und den 
Wärmestrahlen die Permeabilität der ferromagne- 
iischen Metalle mit der Wellenlänge stark abnehmen. 
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Das ist aber insofern nicht auffällig, als die Permeabilität 
dieser Körper in keiner Weise als Eonstante anzusehen ist. 

§ 78. Das Eindringen elektrischer Schwingungen 
in Metalle; der vollkommene Leiter. 

Die Resultate des letzten Paragraphen sind auch für die 
Theorie der elektrischen Wellen in engerem Sinne von Wichtig- 
keit. Gilt bis zu den ultraroten Wärmestrahlen herab der f&r 
stationären Strom maßgebende Wert der Leitfähigkeit 6^ so 
wird derselbe für Hertzsche Wellen sicher gültig sein. Ist 
für die geringe Schwingungsdauer der Wärmestrahlen £ gegen 
^6Xy d. h. der Verschiebungsstrom gegen den Leitungsstrom^ 
in Metallen zu vernachlässigen^ so wird das für die größere 
Schwingungsdauer der elektrischen Schwingungen in engerem 
Sinne gewiß erlaubt sein. Wir dürfen demnach in Metallen 
an Stelle der für Halbleiter gültigen DifferentialgleichuDgen 
(206 e^f) allgemein die folgenden setzen 

(211) i^^J=V^§, 

(211a) i^f^|«=,V»«. 

Für die Komponenten der Feldstärken gelten im 
Innern der Metalle Differentialgleichungen von der 
Form der Wärmeleitungsgleichung. Das Eindringen der 
elektrischen Schwingungen in Metalle ist eine Erscheinung^ 
welche dem Eindringen periodischer Temperaturschwankungen 
in Wärmeleiter ganz analog ist. 

Das Absorptionsvermögen nicht ferromagnetischer Metalle 
für senkrecht auffallende Wellen, d. h. der in das Metall ein- 
dringende und von ihm absorbierte Teil der Energie ist nach 

(210b): 

(211b) l-r=-;.:. 

Für elektromagnetische Wellen von der Wellenlänge A « 30 cm, 
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d. L von der Schwingungsdauer 

X —9 

r = — =10 sec, 

c ' 

wird das Absorptionsvermögen des Kupfers {6 = 5,14 x 10^^) 

l-r = -=J=<10"''. 

Für diese Wellen wirkt daher eine Kupferplatte 
nahezu wie ein vollkommener Spiegel. Noch genauer 
gilt das, wenn man zu noch langsameren Schwingungen über- 
geht. Doch ist" dann die Reflexion der Wellen schwer zu 
realisieren, weil dabei eine ebene Oberfläche vorausgesetzt 
wird, deren Abmessungen groß gegen die Wellenlänge sind. 
Wir wollen das Eindringen der Wellen in das Metall 
noch etwas genauer verfolgen. Da wir n = 1 gesetzt und s 
gestrichen haben, so bestimmen sich Brechungsindex n und 
Extinktionskoeffizient x aus (210a). Es ist 

(211c) n = x=y^. 

Gleichung (208 a) ergibt als Verhältnis der Konstanten b 
und a, das für das Amplitudenverhältnis und die Phasen- 
differenz der elektrischen und der magnetischen Feldstärke 
maßgebend war, 

(211 d) 6^aVö^(l-i), 

daher 

(211 e) \h\^\a\ y26i (Gl. 208e) 

und 

(211f) |3 = a_|. (GL208d,f) 

Es ist also für jeden Wert von x die magnetische Feld- 
stärke von 45® hinter der elektrischen an Phase zurück. Die 
Amplitude { b \ der magnetischen Feldstärke ist beträchtlich 
größer als die Amplitude | a \ der elektrischen Feldstärke. 

Beim Eindringen in das Innere des Metalles nehmen die 
Amplituden der Feldstärken nach der Exponentialfunktion 

27tXX 

€ 
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ab (vgl. 208 b). Die Amplituden werden also auf den Bruch- 
teil 6~*^ ihres an der Oberfläche herrschenden Wertes in einem 
Abstände 

X ^ 

X ycr 

Ton der Oberfläche herabgesunken sein^ die Energien mithin 
auf den Bruchteil e~*^. Beträgt die Dicke einer metallischen 
Platte 

(212) ^ =■ "7= =" ^ l/- Zentimeter, 

«o dringt praktisch die Strahlung nicht durch die Platte hin- 
durch. In dem obigen Beispiele war 

= 0,44x10"*, A = 30cm, 



Vtfr |/6,14 X 10^ 
daher 

d = 1,32 X 10""* cm. 

Eine Kupferplatte von der Dicke eines hundertstel Millimeter 
läßt somit bereits praktisch Wellen jener Wellenlänge nicht 
hindurchdringen. 

Geht man indessen zu langsameren Schwingungen 
über, so wächst die für das Abschirmen der elek- 
trischen Wellen erforderliche Dicke der Metallplatte 
proportional der Wurzel aus der Schwingungsdauer. 
Für A = 3 Kilometer muß die Kupferplatte eine Dicke von 
einem Millimeter besitzen, für k = 300 Kilometer, entsprechend 

einer Schwingungsdauer von 10~* Sekunden, eine Dicke von 
einem Zentimeter, um als Schirm für die elektromagnetischen 
Wechselfelder zu dienen. Stationäre magnetische Felder end- 
lich werden durch eine Kupferhülle von endlicher Dicke über- 
haupt nicht abgeschirmt. 

Nach (207) wird die räumliche Stromdichte im Innern 
-des Metalles durch den reellen Teil des komplexen Ausdruckes 
gegeben: 
•(212 a) , ^ ivlt-^A 



fe 
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Wir wollen das über alle Schichten erstreckte Integral 



(212 b) l-= dxi 



t,=/« 







berechnen. In dem idealen Grenzfalle^ wo der Strom sich auf 
eine unendlich dünne Schicht an der Oberfläche des Metalles 
zusammendrängt, wird dieses Integral mit der Dichte des 
Flächenstromes identisch. Wir erhalten 



tvt 



(212 c) l-^e 

Anderseits folgt aus (208), (208 a) für die magnetische Feld- 
stärke an der Oberfläche des Metalles 

(212 d) ^^ = &ß«>'*='^e•>^ 

Es besteht folglich zwischen den komplexen Ausdrücken von 
Jy und §^, mithin auch zwischen ihren reellen Teilen, die Be- 
ziehung 

(212e) §,-^'i,. 

Da nun bei Vernachlässigung des vom Verschiebungsstrom 
herrührenden Gliedes (207 a) übergeht in 



so wird 

49r 



(212 f) l = h^,- 



Diese Beziehung . zwischen den im Metalle fließenden 
Strome und der tangentiellen Komponente der magnetischen 
Feldstärke an der Oberfläche hätte auch direkt aus der ersten 
Hauptgleichung abgeleitet werden können. 

Für einen vollkommenen Leiter (von unendlicher Leit- 
fähigkeit <y) wird die Dicke der Stromschicht unendlich klein 
(nach 212); j^ gibt hier die Dichte des „Flächenstromes" 
an. Dieser schirmt das Innere gegen das Eindringen der elek- 
trischen Wellen. Die Joulesche Wärmeentwickelung wird Null, 
das Absorptionsvermögen Null, das Reflexionsvermögen 1 

Abraham, Theoiie der Elektrizität. I. 3. AnfL 22 
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(vgl. 2111)). Der vollkommene Leiter ist ein idealer 
Spiegel für die elektromagnetischen Wellen. 

Der Satz^ daß elektrische Schwingungen nicht in das 
Innere vollkommener Leiter eindringen können, ist nicht auf 
ehene Begrenzung und senkrecht einfallende Wellen beschrankt^ 
er gilt vielmehr allgemein. Um dieses einzusehen^ gehen wir 
aus von den im Linem der Metalle geltenden Differential- 
gleichimgen (211), (211a). Die räumliche Verteilung des 
Feldes im Linem des Leiters muß stetig sein, daher sind die 
rechten Seiten dieser Differentialgleichungen sicher nicht un- 
endlich. Geht man nun zum Grenzfall <; =» oo über, so müssen 
die zeitlichen Änderungen 



dt "■ a* "" ^ 

sein, damit die linken Seiten nicht unendlich werden. Es 
dringt also das Wechselfeld nicht in das Innere des 
vollkommenen Leiters ein. Da außen ein Feld vorhanden 
ist, so ist die Grenzfläche des vollkommenen Leiters eine Un- 
Stetigkeitsfläche des Feldes, in der endliche Flächendichte der 
Elektrizität und des Leitungsstromes zuzulassen sind. Die 
Verteilung der Elektrizität und des Stromes findet eben derart 
statt, daß das Innere gegen das Eindringen des Feldes ge- 
schirmt wird. Der ideale Leiter spielt in der Elektrodynamik 
eine ähnliche Bolle wie die metallischen Leiter überhaupt in 
der Elektrostatik. Wir wollen nun die Grenzbedingungen, die 
an seiner Oberfläche vorzuschreiben sind, aufstellen. 

Als wir im vorigen Paragraphen die Grenzbedingungen 
ableiteten, welche Stetigkeit der tangentiellen Komponenten 
von (S und ^ verlangten, da schlössen wir ausdrücklich den 
Fall df = cx> aus. Wir wollen jetzt die Grenzbedingungen an- 
geben, welche an der Oberfläche eines vollkommenen, an ein 
beliebiges Dielektrikum angrenzenden Leiters von beliebiger 
Oberfläche gelten, dessen Inneres durch eine flächenhafte Ver- 
teilung von Elektrizität und Leitungsstrom vor dem Eindringen 
des elektromagnetischen Wechselfeldes geschützt wird. Die 
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raumliche Dichte des magnetischen Stromes muß auch hier 
endlich bleiben , die Flächendichte des magnetischen Stromes 
ist also Null, es verschwindet folglich der Flächenwirbel der 
elektrischen Feldstärke. Die tangentiellen Komponenten von @ 
sind demnach auch an der Begrenzungsfläche des vollkommenen 
Leiters stetig. Da nun im Innern des vollkommenen Leiters 
das elektrische Feld Null ist, so sind auch außen die tangen- 
tiellen Komponenten der Feldsförke Null, d. h. der Vektor 6 
steht senkrecht auf der Oberfläche des vollkommenen 
Leiters. Sein Betrag ist mit der Oberflächendichte der 
wahren Elektrizität durch die Beziehung verknüpft 

(213) *« = ^ =- <» 

(n äußere Normale des Leiters). Denn im Linem ist das Feld 
und, da a in Metallen keinesfalls imendlich ist, auch die 
Normalkomponente der elektrischen Verschiebung Null. 

Die Flächendivergenz von SB ist Null, da wahrer Magne- 
tismus nicht angenommen wird. Da innen durchweg SB « 
ist, so ist außen 

(2138) «, = i^§, = 0, 

d. h. der Vektor ^ weist tangentiell zur Oberfläche 
des vollkommenen Leiters. Was aber die tangentiellen 
Komponenten von ^ anbelangt, so sind sie mit denen des 
Flächenstromes { durch den aus der ersten Hauptgleichung 
folgenden Satz verknüpft. Der Flächenwirbel von ^ ist gleich 

der mit — multiplizierten Flächendichte des elektrischen 

Stromes. Dieses ergibt mit Rücksicht auf den Ausdruck (104) 
des Flächenwirbels 

tji = _ [n#] = [§n]. 

Dabei zeigt der Einheitsvektor n die nach dem Innern 
des Metalles hinweisende Normalenrichtung an. Wählen wir 
diese wie oben als a;-Achse, so folgt 

22* 
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4«! 



(213b) 



*y 



^ZJ 



c 
wie oben in Gleichung (212f), und 

49ri 



Daß die Vorzeichen hier richtig gefunden sind, ist mit 
Hilfe der Ampereschen Regel leicht zu kontrollieren. 

In der Theorie der elektrischen Schwingungen kann man 
die analytische Behandlung oft erheblich dadurch yereinfachen^ 
daß man die im Felde befindlichen Leiter als vollkommene be- 
trachtet. Man erzielt dadurch in vielen Fällen eine recht gute 
Annäherung an die Wirklichkeit. Man muß dabei aber immer 
bedenken, daß im Grunde die Annahme unendlicher Leitföhig- 
keit unzulässig ist, und wenn Widersprüche in den auf den 
obigen Grenzbedingungen fußenden Entwickelungen hervor- 
treten, so muß man prüfen, ob diese nicht durch Berück- 
sichtigung des endlichen Wertes der Leitfähigkeit sich besei- 
tigen lassen. Mit diesem Vorbehalt werden wir in den nächsten 
Abschnitten der Theorie der Drahtwellen die soeben ent- 
wickelten Grenzbedingungen zugrunde legen, welche das Ver- 
schwinden der normalen Komponente von § und der tangen- 
tiellen Komponenten von @ an der Oberfläche eines voll- 
kommen leitenden Drahtes fordern. 



§ 79. Fortpflanzung elektrischer Wellen längs 

zylindrischer Leiter. 

Wir denken uns im Räume eine Anzahl von Leitern, die 
durch zylindrische Flächen mit parallelen Erzeugenden begrenzt 
sind. Im übrigen sei der Raum von einem homogenen iso- 
tropen Dielektrikum mit der Dielektrizitätskonstante a und der 
Permeabilität /it erfüllt. Die Leiter werden als unendlich gut 
leitend angenommen, so daß nur an ihrer Oberfläche Elek- 
trizität und Leitungsstrom sich befindet; alsdann gelten an 
den durch die Leiteroberflächen gebildeten Begrenzungen des 
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Dielektrikums die am Schlüsse des vorigen Paragraphen ent- 
wickelten Grenzbedingungen. 

Wir legen die a;- Achse den erzeugenden Geraden der 
zylindrischen Leiteroberflächen parallel und betrachten WeDen, 
die sich im Dielektrikum längs der a?- Achse fortpflanzen. 
Diese Wellen sollen jetzt nicht homogen sein, d. h. es sollen 
die Feldstärken von y und z abhängen. Wir wollen annehmen, 
daß diese längs der zylindrischen Leiter fortschreitenden 
Wellen transversal sind, d. h. wir wollen die Komponenten 
^x9 ^x gleich Null setzen. Die Berechtigung dieser beiden 
Annahmen wird nachträglich dadurch zu beweisen sein, daß 
die Feldgleichungen und die Grenzbedingungen sich durch ihre 
Einführung erfüllen lassen. 

Die Differentialgleichungen (203 a — d), die im Linem des 
Dielektrikums gelten, ergeben, wenn 



gesetzt wird. 






y 



(214) = ^-,^, 

(214a) --g^ -j^, 7T« + ä^' 

ae a«„ 

(214b) = -äjf - -äF' 

(214c) -^t=-?^. --^" + ^^ 

^ ' c dt ex' c et ' dx' 

(2i4d) ^ + ^ = 0, 



(214e) ^5 + -,-♦ = 0. 



dy dz 

y. J * 

dy ^ dz 



Die vier Gleichungen (214 a, c) sind mit den Gleichungen 
(204a, b) identisch. Sie ergeben für die Komponenten ®y, ®^, 
§y, §« partielle Differentialgleichungen von der Form (204 g, h). 
Letztere werden integriert, indem man z. B. 

(215) % = f{x-wt,y,z) 
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setzt^ wobei 

c 

yTft 



(215a) ^= -^ 



die Geschwindigkeit homogener ebener Wellen ist (205a). 

Dieses partikuläre Integral entspricht Wellen^ die mit der 
Geschwindigkeit w unverzerrt in Richtung der rr-Achse fort- 
eilen. Entsprechende Ausdrücke gelten auch . für die anderen 
drei Komponenten. Aus der zugrunde gelegten Annahme 
der Transversalität der Wellen folgt demnach^ daß 
die Geschwindigkeit der Wellenphasen der Geschwin- 
digkeit homogener ebener Wellen gleich ist und daß 
ihre Amplitude sich beim Fortschreiten nicht ändert. 
Kommt hingegen die Absorption der Energie in den Leitern in 
Betracht^ so nimmt beim Fortschreiten der WeUe ihre Amplitude 
ab; dann sind die Vektoren ^, ^ nicht streng transversaL 

Wir können jetzt die Betrachtung auf eine der Wellen- 
ebenen beschränken, welche die zylindrischen Leiter senkrecht 
schneiden. Die Komponenten ß^, ß, sind hier nicht unab- 
hängig voneinander, sondern sie sind durch die Differential- 
gleichungen (214 b,e) miteinander verknüpft; andererseits müssen 
die Komponenten §y, §^ den Differentialgleichungen (214), 
(214d) genügen. Hierzu treten die Grenzbedingungen, die an 
der Oberfläche der Leiter gelten. An den Schnittkurven s^, 8^,.. 
der Leiteroberflächen mit der betrachteten Wellenebene muß 
die tangentielle Komponente von @ und die Normalkomponente 
von § gleich Null sein. Wir betrachten zunächst das elek- 
trische Feld. 

Nach (214b) verschwindet im Innern des Dielektrikums 
die a;- Komponente vom curl ®; auch Flächen wirbel von (B 
an den Leiteroberflächen sind durch die Grenzbedingungen aus- 
geschlossen. Es ist demnach das Linienintegral von (& für 
alle in Wellenebenen verlaufenden geschlossenen Kurven Null; 
dieser Vektor leitet sich, wenn man die Betrachtung auf solche 
Ebenen beschränkt, aus einem einwertigen Skalar O ab: 

(216b) «,= _« «.— If 
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Nach (214e) hat dieser Skalar der Gleichung zu genügen: 

(215c) ^ + W - 0- 

Längs der Schnittkurven der Leiteroberflächen soll den örenz- 
bedingungen zufolge der tangentielle Gradient von O Null 
sein, d. h. <P soll auf den Kurven s^, s^ . , , konstant sein. 
Sein normaler Gradient, integriert über die Schnittkurve, er- 
gibt den von jener Kurve ausgehenden Kraftfluß 



J (S„ds, =. -J §^ds,. 



Multipliziert man mit — dx, so erhält man die elektrische 

Verschiebung, welche von einem Stücke des ersten Leiters 
von der Länge dx ausgeht. Wir wollen diese Verschiebung 
gleich e^dx setzen, indem wir unter e^ die auf die Längen- 
einheit des ersten Leiters berechnete wahre Ladung verstehen. 
Entsprechende Bedeutung werde den Größen e^^ <?8 • • • ^^^' 
gelegt. Dann gilt: 

(215d) e, = - {^fl^^ds,, e,^--L.J^^ds„... 

Es wird nun eine Funktion <P {Xy y) gesucht, welche der 
Difi'erentialgleichung (215c) genügt, auf den Kurven s^,s^.., 
konstant ist und mit den Ladungen e^, e^ durch die Glei- 
chungen (215d) verknüpft ist. Dieses Problem ist durch- 
aus identisch mit dem elektrostatischen Probleme, 
bei gegebenen Ladungen der unendlichen zylindri- 
schen Leiter das elektrostatische Potential zu be- 
stimmen. Denn dieses elektrostatische Potential genügt der 
Laplaceschen Gleichung; da es von x unabhängig ist, so geht 
die Laplacesche Gleichung in ihre zweidimensionale Form 
(21 5 c) über. Auch sonst sind die Bedingungen identisch. Wir 
schließen, wofern das elektrostatische Problem sich lösen läßt, 
daß die Funktion O jenen Bedingungen gemäß sich bestimmen 
lassen muß. 

Es muß jedoch eine Einschränkung gemacht werden, 
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die wir bei der Behandlung der Elektrostatik, wo wir nur von 
Leitern endlicher Ausdehnung sprachen, nicht erwähnt haben. 
Es muß, damit das Problem eine physikalisch zulässige Lösung 
besitzt, die Summe der Ladungen 

sein filr einen jeden Querschnitt durch das Leitersystem. Um 
dieses einzusehen, konstruieren wir einen Kreiszylinder, der 
das ganze Leitersystem einschließt und dessen Querschnitt- 
radius R groß gegen die Abmessungen der Leiterquerschnitte 
und gegen ihre Abstände ist. Die elektrische Verschiebung, 
die aus der Längeneinheit des Zylinders heraustritt, ist gleich 



27tB ' 
d. h. das elektrische Feld ist auf dem Zylinder gleich dem 
einer geladenen Linie von der Ladung e pro Längeneinheit. 
Außerhalb des Zylinders gilt derselbe Ausdruck. Es nimmt 
also die elektrische Energiedichte mit wachsendem R ab, wie 



V' = i(e3))-^3)* = ^ 



2nsE*' 

Für die außerhalb des Zylinders befindliche elektrische Energie 
erhält man somit 

00 00 



ß-RdRi> = ^f'-§- 



Dieser Ausdruck wird aber logarithmisch unendlich, es sei 
denn, daß e = ist. Um einen unendlichen Wert der Energie 
zu vermeiden, müssen wir annehmen, daß die Summe aller 
Ladungen, die zwischen zwei beliebigen, die Leiter senkrecht 
durchschneidenden Ebenen liegen, gleich Null ist. Beispiele 
sind das Kabel, dessen innerer und äußerer Zylinder entgegen- 
gesetzt geladen sind, oder zwei parallele, jeweils in gegenüber- 
liegenden Querschnitten entgegengesetzt geladene Drahte. 
Wellen längs eines einzelnen Drahtes aber fallen nicht 
in den Gültigkeitsbereich der hier dargelegten Me- 
thode, weil bei solchen e notwendifj^ von Null verschieden ist. 
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Daß der Einzeldraht hier auszuschließen ist^ liegt an den ein- 
schränkenden Annahmen unendlich guter Leitfähigkeit bzw. 
transversaler Wellen. In der Tat ergibt die von A. Sommer- 
feld entwickelte strenge Theorie der längs eines Einzeldrahtes 
fortschreitenden Wellen, daß bei Berücksichtigung der endlichen 
Leitfähigkeit des Drahtes die Wellen nicht vollkommen trans- 
versal sind. 

Beschränken wir uns auf zwei Leiter, so ist 

^2 = — ^1 

zu setzen. Wir verbinden zwei Punkte Pj, P^ der beiden 
Leiter, die in demselben Querschnitte liegen, durch eine be- 
liebige Kurve, die aber durchweg in einer zur a;-Achse senk- 
rechten Ebene verläuft. Dann ist das Integral 






%ds = <Pi — <Pj 



von dem Verlaufe der ebenen Kurve und der Lage der Punkte 
Pj, P2 auf den beiden Leitern unabhängig. Wir wollen es 
als „Spannung" bezeichnen. Es entspricht der Potential- 
difPerenz der beiden Leiter in dem elektrostatischen Probleme, 
doch reden wir hier bei Drahtwellen besser nicht von einem 
Potentiale, weil das elektrische Feld hier keineswegs wirbel- 
frei ist; es verschwindet nur die a?-Komponente von curl ®, 
nicht aber die beiden anderen Komponenten. Haben wir das 
elektrostatische Problem für die beiden unendlichen zylin- 
drischen Leiter gelöst, so kennen wir auch die Kapazität 
der Längeneinheit des Systemes, die durch 

(215e) e, = K{0, - O,) 

definiert ist, und die elektrische Energie pro Längen- 
einheit der Leitung: 

(215f) u = ^{e,O, + e,0,) = {'-^- 

Wir gehen nunmehr zum magnetischen Felde über, dessen 
Verteilung in der betreffenden Wellenebene den Differential- 
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gleichungen (214), (214 d) gemäß zu wählen ist. Der DiflFe- 
rentialgleichung (214d), welche das Verschwinden des freien 
Magnetismus im Innern des homogenen Dielektrikums aus- 
drückt, genügen wir durch den Ansatz 

(216) (^^. = ^-^> Z*^. If- 

Die Gleichung (214) geht hierdurch über in 

Die Funktion W stellt, für die betreflfende Querschnittsebene 
der Leitung, eine Stromfunktion des Induktionsflusses dar. 
Ordnet man die Richtungen s, n einander so zu wie die y- 
und die jer- Achse des Koordinationssystems, so folgt aus (216) 

Die Grenzbedingung (213a), welche verlangt, daß an der 
Oberfläche eines vollkommenen Leiters die Normalkomponente 
der magnetischen Induktion verschwindet, erfüllen wir, indem 
wir die Funktion W der Bedingung unterwerfen: Längs der 
Kurven s^, 5^, in denen die Querschnittsebene die Leiter- 
oberflächen schneidet, ist W konstant. Es mögen ^i, 
^^2 di® Werte sein, welche ^ auf diesen Kurven annimmt. 
Wir verbinden nun zwei Punkte P^ und Pg, welche auf 
5i bzw. $2 liegen, durch eine ganz in der Querschnittsebene 
verlaufende Kurve. Die durch diese Kurve hindurchtretende 
magnetische Induktion 

(216b) J»Js ^ -p-^ds ^W,-W, 

ergibt sich als unabhängig von dem Verlaufe der Kurve. Sie 
stellt den, auf die Längeneinheit der Leitung bezogen enen „In- 
duktionsfluß der Leitung^' dar. 

Das magnetische Feld in der Querschnittsebene ist mit 
den in den Leitern fließenden Strömen J^, J^ durch die erste 
Hauptgleichung verknüpft; diese ergibt 
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§d%i = — e/i; J §d%i = — Jg. 

Da, nach (216) 

ß ^^ }_d^ 

^' f4 dn 

zu setzen ist (der Strom J^ wird parallel der rr-Achse ge- 
rechnet; äußere Normale n und Umlaufssinn s folgen sich nach 
der Ampereschen Regel wie y und ;gr-Ache), so hat man 

(216c) eTi - - j-^ fl^ds,, J^ - -~ ri?^«2- 

Die Funktion ^ ist für jede Querschnittsebene dadurch be- 
stimmt, daß sie der Gleichung (216a) genügt, auf den Quer- 
schnittskurven s^ und s^ konstante Werte annimmt und in dem 
soeben formulierten Zusammenhange mit den Stromstärken 
«7^, J^ steht. 

Denkt mau sich die Verteilung des Flächenstromes, der 
senkrecht zu s^y s^ längs der Leiter fließt, durch einen 
stationären Strom verwirklicht, so würde dessen Feld in der 
betrachteten Wellenebene genau mit dem magnetischen Felde 
der Wellen übereinstimmen. Das Vektorpotential Ä dieses 
stationären Stromes würde parallel der a:-Achse gerichtet sein 
91^ wäre von x unabhängig, so daß die Laplacesche Gleichung, 
der % zu genügen hat, übergeht in 

Identifiziert man ^ mit K^, so erhält man auf Gruud der 
Beziehung 

8 = /^§ == curl Ä 

die Gleichungen (216, 216 a) und auch die Gleichungen (216 c). 
Die Grenzbedingung, daß ^ für Sj, s^ konstant ist, gilt aller- 
dings für den stationären Strom, der in den Leitern wirklich 
fließt, nicht, da dessen magnetisches Feld in das Innere der 
Leiter eindringt. Doch kann man die hier geforderte flächen- 
hafte Stromverteilung annähernd durch röhrenförmige Leiter 
realisieren. 
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Der Form nach genau identisch sind jedoch die Be- 
dingungen, die für die Funktionen O und W gelten. Beide 
müssen auf s^y s^ konstant sein, im Dielektrikum derselben 
Differentialgleichung genügen und in dem durch (215 d) bzw. 
(216 c) formulierten Zusammenhange mit den Ladungen der 
Leiter bzw. den in den Leitern fließenden Strömen stehen. 
Ist das elektrische Feld der längs der Leitung fort- 
schreitenden Wellen für gegebene Ladungen e^, e^ der 
Leiter bestimmt^ so ergibt sich sofort das magnetische 
Feld, das gegebenen Strömen «7j, J^ entspricht. Es 
gehen die für W geltenden Gleichungen einfach aus den für 
O geltenden hervor, indem gesetzt wird: an Stelle von e^: 

an Stelle von 6«: 



1 c ' 



-2 

2 C 



J. 



Der oben für zwei Leiter eingeführten einschränkenden Be- 
dingung 

^1 + ^ = 

entspricht hier die Bedingimg 

Jl + e7, = 0. 

Dieselbe ergibt sich auch aus dem Prinzip des quellenfreien 
Stromes. In der Tat haben wir vorausgesetzt, daß die longi- 
tudinale Komponente von ® verschwindet; es werden daher 
die senkrecht zur Leitung verlaufenden Ebenen von Ver- 
schiebungsströmen nicht durchflössen. Durch eine jede solche 
unendliche Ebene muß demnach im ganzen derselbe Leitungs- 
strom parallel, wie entgegen der a; -Achse fließen. 

Die Kurven = konstans schneiden, da nach (215 b) 6 
in der Querschnittsebene der negative Gradient von O ist, die 
elektrischen Bj-aftlinien orthogonal. Anderseits wird die Glei- 
chung der magnetischen Induktionslinien, weil nach (216) 'F 
die Stromfunktion des quellenfreien Vektors fi§ ist, durch 
W = konstans gegeben. Aus der Proportionalität der Funk- 
tionen und W können wir jetzt den Schluß ziehen: In 
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jeder Quersclmittsebene stellen die elektrischen Kraft- 
linien und die magnetischen Induktionslinien zwei 
zueinander orthogonale Kurvenscharen dar. 

Ist für eine gegebene Leitung die fiir das elektrische Feld 
maßgebende Funktion gefunden^ so ist die für das magne- 
tische Feld maßgebende Funktion W ohne weiteres anzugeben. 
Es ist einfach 

statt e^ zu schreiben, wodurch O in V übergeht. 

Haben wir O auf Grund der elektrostatischen Analogie 
berechnet, so ist nach (215 e) 

^1 - ^i _ t 

wo iT, die Kapazität der Längeneinheit der Leitung, eine von 
^^ unabhängige Konstante der Leitung ist. Nach dem soeben 
Gesagten folgt jetzt 

^ c 
Wir definieren durch die Gleichung 

<216d) ' 'Pi-9', = fji, 

die Größe L, die wir die „Selbstinduktion der Längen- 
einheit der Leitung^' nennen. Dann erhält man die Relation 

(216e) LK=s^, 

Das Produkt aus Selbstinduktion und Kapazität 
pro Längeneinheit der Leitung ist gleich dem Pro- 
dukte aus Dielektrizitätskonstante und magnetischer 
Permeabilität des Dielektrikums. — Da i und Ä* auf die 
Längeneinheit bezogen sind, so sind im Gaußschen Systeme 
T^eides reine Zahlen, so daß in Gleichung (216 e) die Dimen- 
sionen beiderseits übereinstimmen. Wir können die Gleichung 
'(215 a) für die Geschwindigkeit der Wellen jetzt auch schreiben 
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Was die magnetische Energie pro Längeneinheit der 
Leitung anbelangt^ so wird sie durch 

(216g) T - i- ^. Ji« 

gegeben. 

Leitet man aus den beiden Funktionen 0, W vermöge 

(215 b) und (216) das elektrische und das magnetische Feld ab, 

so werden, wie wir zeigten, die Feldgleichimgen (214), (214 b), 

(214d), (214e) erfüllt. Es bleibt nur übrig, zu beweisen, daß 

(214 a, c) gleichfalls befriedigt sind. Diese Gleichungen lauten 

jetzt 

/oiT'i y^ a*^ _ _ a*y ejL d*0 ^ _ a'gy 

^ ^ c dydt dydx^ c dzct dzdx' 

(217 a) 



c dzdt dzdx' c dydt dydx 

Dieselben sind erfüllt, wenn allgemein die Beziehungen 

y^^^^) c dt'~ dx' c et ^ dx 

gelten. 

Nun ist für eine Leitung, die aus zwei jeweils entgegen- 
gesetzt geladenen und von entgegengesetzten Strömen durch- 
flossenen Leitern besteht, 

(217c) *-e,*o(y,^) 

ZU setzen. 

Dabei ist ^oC^; ^) ^^^ elektrostatische Potential der beiden, 
mit den Ladungen 

«1 = 4- 1, 6^ = — 1 

pro Längeneinheit versehenen zylindrischen Leiter. Diese Dar- 
stellung für * folgt aus dem oben Dargelegten mit Rücksicht 
darauf, daß die für d> geltenden Bedingungsgleichungen linear 
sind. Entsprechend gilt, wie wir sahen 

(217d) !F = J,*;*,(y,4 
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Demgemäß geht (217 b) über in 
(217 e) || = -S. 

(217f) -^^=fe- 

In der Kirchhoffschen; auf den Anschauungen der Fern- 
Wirkungstheorie beruhenden Behandlung der elektrischen Wellen 
in Drähten wird die erste dieser Gleichungen daraus abgeleitet^ 
daß die zeitliche Änderung der Ladung e^dx eines Stückes doc 
des ersten Drahtes gleich dem Überschuß des eintretenden über 
den austretenden Strom ist. Die zweite der Gleichungen aber 
ist nach (216e) identisch mit 

Diese wird auch in der Femwirkungstheorie durch An- 
wendung des Induktionsgesetzes gewonnen. Wir sehen hier^ 
daß die Maxwellsche Theorie, die vom Standpunkte der Nahe- 
wirkung aus die Drahtwellen betrachtet, im vorliegenden Falle 
zu Ergebnissen gelangt, die formal mit denen der Femwirkungs- 
theorie übereinstimmen. 

Die Elimination von J^^ ergibt für e^ die partielle Diffe- 
rentialgleichung 

/9io\ SIL d^e^ __d^e^ 

^^^^^ ■? dt* " ^*^ 

deren allgemeine Lösung ist 

(218a) e^'^f(x — wt) + g(x + wt)j w - 



Die Gleichungen (217 e,f) werden erfüllt, wenn außerdem gilt 
(218b) J^^tv [fix — wfj — gix + wt)}. 

Der allgemeinen Lösung entsprechen zwei Ladungs- und 
Stromwellen, die längs der Leitung in entgegengesetzten Rich- 
tungen laufen. Durch Einführung in (217 c, d) bestimmen sich 
die Funktionen 0, W, aus denen sich vermöge (215b) imd 
(216) das elektromagnetische Feld ableitet. Die so erhaltene 
Lösung ist die allgemeine Lösimg der partiellen Differential- 
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gleichnngen (214 — 214e), unter den vorliegenden Grenz- 
bedingangen. Es ist also die allgemeinste Lösung der Feld- 
gleichungen und der Grenzbedingungen, welche mit dem Ver- 
schwinden der longitudinalen Komponenten von (& imd .^ ver- 
tnLglich ist. 

Wir betrachten die Wellen, die in Richtung der positiven 
^Achse fortschreiten. Die elektrische Energie pro Längen- 
einheit der Leitung ist nach (215f), (218a) 

<J18c) (/»____ 

Die magnetische Energie pro Längeneinheit der Leitung hin- 
^egen ist nach (216 gj und (218 b) 

(218d) T^\^,J,^^\^^nx-wt), 

Nach (216 e) folgt 

<218e) T^U. 

Die magnetische Energie der Drahtwellen ist im 
vorliegenden Falle der elektrischen gleich. Die pro 
Sekunde durch eine feste Querschnittsebene hindurchtretende 
Energie ist 

rrj \ rr\ c% rr wf*{x — wt) 

w{ü+ T) = «c;2C/ = ^ -, 

oder nach (215e) und (218 a, b) 

Der gesamte Energiestrom längs der Leitung ist das 
Produkt aus Stromstärke und Spannung. 

Wir behandeln jetzt die beiden wichtigsten Spezialfälle, 
das Kabel und die Paralleldrähte. 



§ 80. WeUen in Kabeln. 

Die Leitung, längs der die Wellen fortschreiten, soll 
AUS zwei konzentrischen, vollkommen leitenden Kreiszylindern 
bestehen. Es soll b der Querschnittsradius der äußeren Be- 
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grenzung des inneren Zylinders ^ a der Querschnittsradius der 
inneren Begrenzung des äußeren Zylinders sein. Es handelt 
sich nun darum, für dieses System das elektrostatische Problem 
zu lösen, d. h. das elektrostatische Feld zu bestimmen, das 
sich herstellt, wenn + e^ die Ladung der inneren, — e^ die 
Ladung des äußeren Zylinders pro Längeneinheit ist. 

Da die beiden Zylinder als vollkommen leitend betrachtet 
werden, so ist das Feld auf den zwischen ihnen befindlichen 
leeren oder von einem dielektrischen Körper erfüllten Raum 
beschränkt. Das Feld ist hier leicht anzugeben, da ja Symmetrie 
um die gemeinsame Achse der beiden Zylinder besteht. Legt 
man einen konzentrischen Zylinder vom Querschnittsradius r 
durch das Feld, so beträgt die elektrische Verschiebung durch 
die Längeneinheit des Zylinders: 

Es ist demnach die radiale elektrische Feldstärke 

^ re * dr \ 6 / 

Die anderen Komponenten von ® verschwinden nach Sym- 
metrie; es ist daher das elektrostatische Potential 

(219) o^-^lnr, 

mithin die Spannung zwischen dem inneren und dem äußeren 
Zylinder 

(219a) (P,-*,=.?f'f»g), 

und die Kapazität der Längeneinheit des Kabels 

(219b) ^=*F^ —■ 



2Zn 







Die magnetischen Kraftlinien verlaufen in konzentrischen 
Kreisen um die Zylinderachsen. Der Betrag der Feldstärke 
ist nach der ersten Hauptgleichung 



er 

Abraham, Theorie der Elektrisität. I. 8. Anfl. 28 



§l=— , 
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mithin der gesamte Induktionsflnß pro Längeneinlieit des Kabels 

b ö 

Da anderseits die gesamte Induktion pro Längeneinlieit durch 

c ^ 

ausgedrückt wird (vgl. 216 d), so folgt 

(219c) i = 2ft/wg) 

als Selbstinduktion pro Längeneinheit des Kabels. 

Wie man sieht^ genügen Kapazität und Selbstinduktion 
des Kabels (219b; c) der allgemeinen, im vorigen Paragraphen 
aufgestellten Beziehung (21 6 e): 

KL = efi. 

Je kleiner der Quotient ^ der Querschnittsradien der 

äußeren und inneren Begrenzung der dielektrischen Schicht 
ist; desto größer ist die Kapazität^ desto kleiner die Selbst- 
induktion des Kabels. 

§ 81. Wellen längs zweier paralleler Drähte. 

Der Ausdruck (219) stellt das elektrostatische Potential 
einer gleichförmig geladenen unendlichen Geraden dar. Man 
überzeugt sich leicht davon, daß er der DiflFerentialgleichung 
(215c) Genüge leistet. Wir können aus ihm sofort neue 
Lösungen dieser Differentialgleichung ableiten, indem wir die 
Potentiale paralleler Geraden superponieren. Wir denken uns 
z. B. durch zwei Punkte 0^ und Og senkrecht zu ihrer Ver- 
bindungslinie zwei Gerade gelegt und diese mit den Ladungen 
± e^ pro Längeneinheit versehen . Das elektrostatische Potential 
ist daon 

(220) 0^-^^-hinr, + ^3 inr, = ^^ In f^) , 



§ 8i 
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wenn r^, r^ die Abstände eines Aufpunktes P von den beiden 
Geraden bezeichnet. In Abbüdung 11 ist ein Quersclinitt 
durch die Punkte 0^ und 0, gelegt; der Koordinatenanfang 
halbiert die Verbindungslinie 0^ 0^, deren Länge wir gleich 
2i] setzen wollen. 0^ zeigt die Richtung der «/-Achse an, 
die £? -Achse ist gleichfalls in der Querschnittsebene gelegen, 
während die o; -Achse den beiden Geraden parallel weist. 

Die Punkte 0^ 0^ sind aus dem Felde auszuschließen, da 
in ihnen das Potential unendlich wird. Wir wollen sie in 
zwei zylindrische Flächen einhüllen, auf denen O konstant ist. 




^3f 



Abb. 11. 



Ersetzen wir diese Flächen durch die Oberflächen zweier 
leitender Zylinder, so erfüllt O bereits die an solchen Flächen 
dem elektrostatischen Potentiale vorgeschriebene Grenz- 
bedingung. Aus dem um 0^ gelegten Zylinder dringt pro 
Längeneinheit die elektrische Verschiebung e^, aus dem um 
Og gelegten die entgegengesetzte — e^ heraus. Außerhalb der 
beiden Zylinder stellt demnach (220) das Potential des elektro- 
statischen Feldes dar, welches sich wirklich herstellt, wenn 
den beiden leitenden Zylindern die Ladungen + c^ pro Längen- 
einheit gegeben werden. 

Nun ist, wie aus der elementaren Geometrie bekannt ist, 
der geometrische Ort der Punkte, für die das Verhältnis r^ : r^ 
der Abstände von zwei festen Punkten konstant ist, ein Kreis, 
der einen der beiden festen Punkte exzentrisch einschließt. 
Wir erhalten demnach aus (220) die Lösung des elektro- 

28* 



356 Dritter AbBcbnitt. Das elektromagaetiBche Feld. § 81 

statischen Problems für den Fall zweier Bjreiszylinder. Hier- 
ans können wir^ auf Grund der Entwickelungen des § 79^ das 
Feld elektrischer Wellen längs zweier paralleler Drähte von 
kreisförmigem Querschnitt ableiten. Dabei dürfen sogar die 
Querschnittsradien der beiden Drähte verschieden sein; wir 
wollen uns indessen auf den Fall beschränken^ daß sie beide 
gleich b sind, und wollen mit 2d den Abstand der Draht- 
achsen bezeichnen (vgl. Abbildung 11). 

Der Abstand d der Drahtachsen von ist offenbar durch 
00^^ ri und durch den Querschnittsradius h bestimmt. Da 
die beiden Durchschnittspunkte des 0^ einschließenden Kreises 
in Abbildung 11 die Strecke 0^0^ in demselben Verhältnis 
teilen^ so gilt 

n — d + h d'\-h'"q' 
oder 

daher 

(220a) . d^^ri^ + h\ 

Das Potential auf dem ersten Zylinder ist demnach 
Drückt man iq durch d und h aus^ so wird 



<? + & + ?; ^ d + h + yd^ — h* ^ |/d476 4- y gT Tft ^ <? 4, y<f« ^ &t 
d + h — n" d-{-h-~ yd^ — h* " Yd+~b — Vd^^ "" h 

daher 

(220b) 0^^^^in(i + yfEE). 

Auf dem anderen Zylinder hat — den reziproken, ^ daher 
den entgegengesetzten Wert 

Es ist fo^lich die Spannang zwischen den beiden Drähten 
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die Kapazität der Längeneinheit der Leitung bestimmt 
sich aus 

Aus (216e) folgt die Selbstinduktion der Längen- 
einheit der Leitung 



(220e) L^'^ = 4(,u( ^ + yf^ ). 

Ist der Querschnittsdurchmesser 2 6 klein gegen den Abstand 
2d der Drahtachsen^ so gelten die Näherungswerte 

(220f) Z-*|=4^Znf^). 

Li den Wellen, die sich längs der Paralleldrähte fort- 
pflanzen, sind die Kurven, auf denen $ konstant ist, eine 
Schar von Kreisen. Diese Kreise, zu denen auch die Be- 
grenzungskreise der Drahtquerschnitte gehören, teilen har- 
monisch den Abstand 0^0^ zweier fester Punkte. Mit den 
zu den elektrischen Kraftlinien orthogonalen Kurven 
=» constans fallen die magnetischen Liduktionslinien 
W » constans zusammen. Die elektrischen Kraftlinien, die 
orthogoual zu jenen Kreisen verlaufen, sind gleichfalls Kreise; 
dieselben gehen, wenn man sie in das Innere der Drähte fort- 
gesetzt denkt, durch die festen Punkte 0^, O^. 

Die hier entwickelte Theorie beruht auf der Voraussetzung, 
daß die elektrischen Wellen nicht merklich in das Innere der 
Drähte eindringen. Bei den schnellen Hertzschen Schwingungen, 
bei denen Paralleldrähte häufig zur Fortleitung der Wellen 
verwandt werden, trifft diese Voraussetzung mit großer 
Annäherung zu. Bei langsamen Schwingungen, z. B. in Fern- 
sprechleitungen, ist diese Vorausetzung für dünne Drähte 
nicht mehr zulässig (vgl. § 78, Formel 212). Hier ist bei der 
Berechnung der Selbstinduktion das magnetische Feld im 
Drahtinnem zu berücksichtigen, und es ist der Einfluß des 
Widerstandes auf die Wellenfortpflanzung in Betracht zu ziehen. 
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§ 82. Kondensator am Ende der Leitung. 

Wir haben bisher angenommen^ daß die Leitung beider- 
seits ins Unendliche reicht. In Wirklichkeit hat man es 
natürlich stets mit Leitungsdrähten von endlicher Länge zu 
tun. Wir wollen annehmen^ daß die Drähte in die einander 
gegenüberstehenden Platten eines Kondensators einmünden. 
Es sei Kq die Kapazität des Kondensators^ der bei n; » liegt. 
Von der Seite der negativen x treflfe ein Zug einfach har- 
monischer Wellen ein. Wir stellen denselben mathematisch 
dar, indem wir für die dort willkürliche Funktion 

f(x — wt) 

des § 79 hier den komplexen Ausdruck setzen 

(221) f(x - wt) ^äW(*-^)' 

Nach (218a); (215e) ist dann die Spannung im einfallenden 
Wellenzuge gleich dem reellen Teile von 

(221a) *i'-*,'-i = ^e->H)- 

Der Strom aber ist nach (218 b) gleich dem reellen Teile von 

(221b) J^' =- w Ä' e'i'-^y 

Die einfallende Welle wird nun den am Ende der Leitung 
befindlichen Kondensator laden. Hierdurch wird zunächst der 
Welle Energie entzogen. Es wird sich jedoch alsbald ein 
stationärer Schwingungszustand herstellen ^ wobei die Energie 
des Kondensators im Mittel konstant ist. Da Energieverluste 
durch Joulesche Wärme und durch Strahlung nicht in Betracht 
gezogen werden, so wird sich ein reflektierter, nach der Seite 
der negativen x hineilender Wellenzug ausbilden. Wir setzen 
für diesen 

(222) g(x + wt) = ^"e" v "^ - ) , 
und gemäß (215e, 218a, b) 



■> 
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(222a) a>/' - «," = X ^ X ^"^' ^ ' 

(222b) J/'=- - w;^"e "v"^^/. 

Die reellen Teile dieser Ausdrücke stellen den reflektierten 
Wellenzug dar. 

Wir superponieren nun die beiden Wellen. Die resul- 
tierende Spannung O^ — *, soll am Ende der Leitung (x = 0) 
der jeweiligen Ladung des Kondensators entsprechen. Ist Bq 
die Ladung der mit dem ersten Drahte verbundenen Eonden- 
satorplatte^ so ist hier 

(223) «1 - 0, - «i' - a>; + a>/' - «;' = ^ (^' + ^") 

Die resultierenden Stromstärken + J^ anderseits müssen der 
zeitlichen Änderung der Ladungen + ^o ^^^ Kondensatorplatten 
gleich sein: 

(223a) J^ = J/ + J/' = w;c-' (^' - Ä'') = -^[ - iv e^. 

Durch Division der beiden letzten Gleichungen folgt 

A — Ä' _ iv jKq 
A' + A" '^ w K' 
daher 



iL 



^' + A" 


w 


K 


A" '- 


iv 
w 


K 



(223b) A'-^^irK, 

'^ w K 

So bestimmt sich aus den am Ende der Leitung vor- 
geschriebenen Bedingungen das Verhältnis der komplexen 
Konstanten Ä", Ä\ die für Amplitude und Phase der reflek- 
tierten und der einfallenden Welle maßgebend sind. Die ab- 
soluten Beträge^ daher auch die Spannungs- und Strom- 
amplituden der beiden Wellen sind die nach (223 b) gleichen. 
Wir können setzen 

(223c) Ä'^\Ä\er% Ä^^lÄle-y' 
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und erhalten 

Ä^^ l — t'tgy 
A "" 1 + ttgy' 

folglich 

(223 d) tgy = 



V K 



w K 

Dabei gibt 2y den Phasenvorsprung an^ um den am 
Ende der Leitung die Spannung der einfallenden Welle 
derjenigen der reflektierten Welle voreilt. 

Die resultierende Spannungsyerteilung längs der 
Leitung wird gegeben durch 



(224) 4>,- a>, - 2 i4ico8(^ -y),os{vt) 

und die Stromverteilung durch 

(224a) e/i J8 = w;2|^|sin(^-y)sin(W), 

wie durch SuperpQsition der komplexen Ausdrücke für die 
Spannungen und Ströme der beiden Wellen und durch Ab- 
sonderung der reellen Teile folgt. 

Wir ziehen zwei Grenzfalle in Betracht. Der erste ßrenz- 
fall soll der sein^ wo die Endkapazitat K^ gleich Null ist. 
Hier ergibt (223 d), daß y = ist, d.h. daß für a? - die 
Spannungsphasen der einfallenden und der reflektierten Welle 
einander gleich sind. Die Stromstärken der beiden Wellen 
sind dann für ^ » in entgegengesetzten Phasen. Demgemäß 
befindet sich nach (224) in diesem Falle am Ende der Leitung 
ein Spannungsbauch, nach (224 a) ein Stromknoten. 

Der andere Ghrenzfall ist JEJj = oo. Hier wird y = ö^, die 

Spannungen der beiden Wellen für o? = haben die Phasen- 
differenz 2y =» ;r, die Stromstärken sind in gleichen Phasen. 
Demgemäß ist das Ende der Leitung ein Spannungsknoten 
und ein Strombauch. 

Im allgemeinen Falle verhalten sich die Spannungsphasen 
so, als ob die Endkapazität beseitigt, d. h. K^^Q gesetzt 
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wäre, dafür aber die Leitung um die Strecke 

(224b) y-_y_ = y-- 

verlängert wäre. Dann würde in der Tat die reflektierte Welle, 
welche diese Strecke zweimal durchlaufen hat, erst dann bei 
o; = eintreffen^ wenn die Spannung der einfallenden Welle 
bereits den Phasenvorsprung 2y gewonnen hat. Im Grenz- 
falle Kq=* CO, y = -ö würde die Verlängerung der Leitung, 

welche der Endkapazität äquivalent ist, ein Viertel der Wellen- 
länge betragen. 

Wir wollen uns nun die Leitung auch auf der Seite der 
negativen x begrenzt denken, und zwar wollen wir an diesem 
Ende einen Spannungsknoten der stehenden Schwingung an- 
nehmen. Ein solcher ist, wie erwähnt, durch Einschaltung 
eines Kondensators von sehr großer Kapazität zu erzielen. Bei 
Leitungen, die aus zwei ParalleldriUiten bestehen, stellt man 
am Ende der Leitung nahezu einen Spann ungsknoten her, in- 
dem man die Drähte dort leitend überbrückt. Bei dieser 
letzteren Anordnung werden die Belegungen des bei o; = be- 
findlichen Kondensators durch den aus den Paralleldrähten und 
der Brücke bestehenden Schließungskreis leitend verbunden. 
Welche Bedingung muß erfüllt sein, damit die in einem 
solchen Kreise möglichen stehenden Schwingungen durch (224), 
(224a) dargestellt werden? 

Wir denken uns den Spannungsknoten bei rc = — Z ge- 
legen, während an dem anderen Ende, bei o; « 0, der Konden- 
sator von der Kapazität Kq eingeschaltet ist. Wie oben ge- 
zeigt, kann man sich die Kapazität Kq beseitigt imd dafiir 
die Leitung um die Strecke (224b) verlängert denken; dann 
würden an den Enden ein Spannungsknoten bzw. ein Spannungs- 
bauch Uegen, so daß die Länge der gedachten Leitung gleich 
einem ungeradzahligen Vielfachen der ViertelweUenlänge 
sein muß: 
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Hieraus folgt 

w ' ' 2 



(225) !j + y =v + mn, 



WO m eine ganze Zahl ist. In der Tat verschwindet unter 
dieser Bedingung die durch (224) gegebene Spannung bei 
Ä? — — ?. 

Ist die Länge l der Paralleldrähte gegeben^ gerechnet vom 
Spannungsknoten bis zur Endkapazität K^, so ergibt (225) in 
Verbindung mit (223 d) die Frequenzen v der möglichen Eigen- 
schwingungen. Diese sind bestimmt durch die transzendente 
Gleichung 

(220a) cotg© = j5. 



Wir setzen 


zur Abkürzung 


(225 b) 




vi 2»! 
10 X 


und femer 






(225 c) 




Kl 


Dann wird 


(225 a) 


w 


(225d) 




5tg5 = 



= 1 



Diese transzendente Gleichung bestimmt die Wellenlängen 
der Eigenschwingungen. Dabei ist a das Verhältnis der 
Kapazität Kl der Paralleldrähte zur Kapazität K^ des Kon- 
densators. 

Ist a sehr klein, d. h. kommt die Kapazität der Leitung 
nicht gegen die Kapazität des Kondensators in Betracht^ so 
ergibt (225 d) 



als kleinste Wurzel. Setzt man hier, nach (225 b, 216 f) 



so wird 



^Itl 


2niyLK 


wt 


et 






27ryiL 
et 


y^ 
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oder 

2« 



(225e) T^—YlLKo' 

Wir erhalten alsO; wenn wir die Kapazität des Schließungs- 
kreises yemachlässigen^ für die Grundschwingung die Thom- 
sonsche Formel (192 d); denn IL ist hier die Selbstinduktion 
der Paralleldrähte; da ja L die auf die Längeneinheit be- 
berechnete Selbstinduktion bedeutet. 

Die Formel (225d) stellt nun die Verallgemeine- 
rung der Thomsonschen Formel dar^ die sich durch 
Berücksichtigung der Kapazität des Schließungs- 
kreises ergibt. Neben der Grundschwingung läßt sie 
eine Reihe von Oberschwingungen als möglich vor- 
aussehen. 

Jene Formel wurde zuerst von 6. Kirchhoff aus der 
Femwirkungstheorie abgeleitet^ und zwar für beliebige 
Form des Schließungsbogens. Wir haben uns bei ihrer Ab- 
leitung aus der Maxwellschen Theorie auf eine ganz spe- 
zielle Anordnung beschränkt, nämlich auf den Fall, daß der 
Schließungskreis aus zwei Paralleldrähten imd einer kurzen 
Brücke besteht. Für diese Anordnung hat der BegriflF der 
Leitungskapazität eine ganz bestimmte Bedeutung (vgl. § 79). 
Für beliebige Form des Schließungskreises jedoch und für 
Abmessungen desselben, die nicht klein gegen die Wellenlänge 
sind, schwebt der Begriff der Kapazität und Selbstinduktion 
der Leitung ganz in der Luft. Das hängt damit zusammen, 
daß im allgemeinen von einem solchen Schließungskreise 
Wellen in den Raum hinausgesandt werden und daß die 
elektromagnetische Energie der Schwingung nicht auf die un- 
mittelbare Nachbarschaft des Leitungskreises zusammengedrängt 
ist. Der Einwand, der am Schlüsse des § 72 gegen die auf 
der Theorie des quasistationären Stromes fußende Thomsonsche 
Behandlung der Kondensatorentladung erhoben wurde, ist 
auch gegen die Kirchhoffsche Verallgemeinerung geltend zu 
machen, da auch diese auf die ausgesandte Strahlung keine 
Bücksicht nimmt. Allein gerade der hier behandelte Fall 
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zweier paralleler Drähte^ die jeweils yon entgegengesetzi 
gleichen Strömen in gegenüberliegenden Querschnitten durch- 
flössen werden^ ist diesem Einwände nicht ausgesetzt. Hier 
hat die magnetische Energie in der unmittelbaren Umgebung 
der Leitung ihren Sitz; die Strahlung ist zu vernachlässigen. 
Das kann allerdings an dieser Stelle noch nicht gezeigt werden^ 
sondern erst im zweiten Bande dieses Werkes, wo die Theorie 
der elektromagnetischen Strahlung ausführlich entwickelt 
werden soll. 



% 



Vierter Abschnitt. 

Weiterer Ansbau der Theorie. 



Erstes Kapitel. 
Die Strömung der Energie im elektromagnetischen Felde. 

§ 83. Materie und Äther. 

Seit langer Zeit yerband sich mit der Auffassung der 
Naturerscheinungen eine meistens freiUch recht unklare Vor- 
stellung von dem, was wir heute Energie nennen — zum 
mindesten seit der Zeit, in der man zu der Überzeugung von 
der Unmöglichkeit eines perpetuum mobile gelangt war. Diese 
Vorstellungen wurden gerichtet und zum großen Teile auch 
berichtigt durch jene großen Entdeckungen in den vierziger 
Jahren des vorigen Jahrhunderts, besonders durch die Helm- 
holtzsche Schrift über die „Erhaltung der KJraft". Aber sie 
wurden dadurch noch nicht in feste, unveränderliche Formen 
gebracht. 

Die kinetische und potentielle Energie der Materie war 
es, deren Eigenschaften man zuerst kennen lernte. Man ver- 
suchte daher, jede Energieform als an einen Stoff gebunden 
vorzustellen. Dieser Vorstellung entsprach die Hypothese eines 
stofflichen Äthers, die der älteren Form der Wellentheorie des 
Lichtes zugrunde liegt; diese schrieb dem Äther Elastizität 
und Trägheit zu; die Energie der Lichtwellen setzt sich dieser 
Theorie zufolge aus der kinetischen und der potentiellen 
Energie jenes fingierten Stoffes zusammen. 
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Die elektromagnetische Lichttheorie bedient sich zwar 
auch des Wortes „Äther'*. Aber sie versteht darunter keines- 
wegs einen Stoff von der Art der gewöhnlichen Materie. Sie 
bedient sich (vgl. § 42) dieses Wortes nur, um ohne Weit- 
schweifigkeiten von denjenigen Eigenschaften des Raumes 
reden zu können, die sich in den elektromagnetischen Er- 
scheinungen kundgeben. Diese Eigenschaften finden ihren 
mathematischen Ausdruck in den Feldgleichungen; sie enir 
halten nicht nur die Gesamtheit der altbekannten Gesetze der 
Elektrostatik und Elektrodynamik; auch die Gesetze der Licht- 
fortpflanzung im Baume sind in ihnen enthalten. Um diese 
Vorgänge mit dem Energieprinzip in Einklang zu bringen, 
mußten zwei neue Energiearten, die elektrische und die mag- 
netische Energie, eingeführt werden. Es zwingt indessen 
nichts dazu, einen stofflichen Träger dieser Energieformen 
anzunehmen. 

Die Eigenschaften des „Äthers'^ sind in der Tat durchaus 
von denen der „Materie" verschieden. Die Elemente der 
Materie besitzen die Eigenschaft, chemische Verbindungen ein- 
zugehen. Die „Chemie des Äthers" hingegen, von der man 
wohl gesprochen hat, ist bisher nur ein Wort ohne Inhalt 
geblieben. Die Hauptsätze der Thermodynamik reichen aller- 
dings weiter. Sie finden nicht nur auf die in den materiellen 
Körpern enthaltene Wärme Anwendung, sondern auch jauf 
die Wärmestrahlen, welche wir als besondere Art elektromag- 
netischer Wellen betrachten. Indessen auch hier bemerken 
wir einen wesentlichen Unterschied zwischen „Materie" und 
,^ther": die Materie emittiert und absorbiert Licht und 
Wärme; die elektromagnetischen Wellen im Räume tragen 
das Licht und die Wärme vom emittierenden zum absor- 
bierenden Körper. Die Annahme eines stofflichen Trägers 
der Wellen würde diesen Unterschied verwischen, ohne sonst 
aufklärend zu wirken. 

In Wirklichkeit besteht die Welt aus der Materie 
und dem elektromagnetischen Felde im Räume. Wäre 
das elektromagnetische Feld nicht vorhanden, so würde uns 
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das Auge die Anwesenheit der Materie nicht anzeigen. Denken 
wir uns die Materie beseitigt, so würden auch keine Licht» 
wellen in den Baum entsandt werden^ es würde absolute 
Finsternis eintreten. Die von Vorurteilen freie Betrachtung 
wird die Naturvorgänge als Wechselwirkungen der Materie 
und des elektromagnetischen Feldes zu begreifen suchen. 

Die einseitige materialistische Auffassung faßt die Wechsel- 
wirkung der Bestandteile der Materie als das Wesentliche auf. 
Sie betrachtet die Theorie des elektromagnetischen Feldes nur 
als Hilfsmittel, welches dazu dient, die Gesetze dieser Wechsel- 
wirkung zu formulieren und die zeitliche Fortpflanzung der 
Wirkung einzuführen. Die Materie ist ihr das einzig Wirk- 
liche. 

Mit demselben Bechte aber kann man die Sache von der 
entgegengesetzten Seite ansehen. Man kann das elektro- 
magnetische Feld als das allein Wirkliche hinstellen und die 
Materie als elektromagnetisches Feld besonderer Art erklären^ 
etwa als zusammengesetzt aus positiven und negativen Kraft- 
linienkemen. Auch diese elektromt^netische Auffassung ist 
gewiß einseitig, aber es ist nützlich, auch sie zu pflegen, um 
nicht in das entgegengesetzte, materialistische Extrem zu ver- 
fallen. Für die elektromagnetische Weltanschauung spricht 
jedenfalls der Umstand, daß unser Wissen vom elektromagne- 
tischen Felde weit umfassender und weit klarer ist als unser 
Wissen von der Materie. 

Wir wollen es vermeiden, uns der einen oder der anderen 
Auffassung unbedingt zu verschreiben. Wir sehen daher davon 
ab, von einem stofflichen Träger der elektromagnetischen 
Energie zu reden. Wir richten vielmehr unser Augenmerk 
auf die Bewegung der elektromagnetischen Energie selbst. 

Das Energieprinzip legt es nahe, die Energie als eine 
Substanz zu betrachten. In einem abgeschlossenen elektro- 
magnetischen Systeme bleibt die Menge der Energie konstant, 
ebenso wie die Menge der Materie in einem . abgeschlossenen 
materiellen System. Von der Materie wissen wir femer, daß 
sie sich nur kontinuierlich im Baume bewegen kann; ein 
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49prungweiser Übergang von einem Punkte zum anderen^ ohne 
Durchquerung des dazwischen liegenden Raumes , ist aus- 
geschlossen. Ein sprungweiser Übergang der Energie von 
einem Punkte zu einem anderen ist a priori nicht unmöglich. 
Die Femwirkungstheorie der Schwerkraft z. B. sieht es als 
möglich aU; daß ein Körper einem anderen entfernten ohne 
Yermittelung des Raumes eine Beschleunigung erteilt^ d. h. 
kinetische Energie zuführt. Die Maxwellsche Nahewirkungs- 
theorie des elektromagnetischen Feldes jedoch läßt einen 
solchen diskontinuierlichen Übergang der Energie nicht zu. 
Sie führt zu der Konsequenz^ daß die Energie im elektro- 
magnetischen Felde sich nur kontinuierlich von Ort zu Ort 
bewegen kann, und zwar mit einer endlichen Geschwindigkeit. 
Beispiele für solche Bewegungen haben wir in den letzten 
Paragraphen kennen gelernt. 

Eine allgemeine Theorie der Energieströmung im elektro- 
magnetischen Felde ist von Poynting entwickelt worden. 
Bevor wir zu ihrer Darlegung übergehen, wollen wir uns 
Tergegenwärtigen, wie die Energie im Bereiche der gewöhn- 
lichen Mechanik ponderabler Körper sich überträgt. Wir 
müssen natürlich dabei solche Beispiele wählen, wo der 
Mechanismus der Kraftübertragung wohlbekannt ist; Femkräfte, 
bei denen der Mechanismus der Übertragung uns verborgen 
ist, ziehen wir nicht in Betracht. 

§ 84. Energieströme in der Mechanik. 

Wenn man sagt, daß eine Welle in der Transmissions- 
:anlage einer Fabrik so und so viele Pferdestärken überträgt, 
läßt sich dies auch dahin ausdrücken, daß sie einen Energie- 
strom von entsprechender Größe ihrer Längsrichtung nach 
fortleitet. Bezeichnen wir das Torsionsmoment der Welle mit 
My die Winkelgeschwindigkeit mit u, so wird der Energie- 
strom Ä, d. h. die in der Zeiteinheit von der Welle über- 
tragene oder fortgeleitete Energie 

S=Mu, 
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Hängt femer ein Gewicht mg an einem Seile und ziehen 
wir das Gewicht damit in die Höhe, so geht von der Stelle, 
wo die eingeprägte E[raft wirkt (also etwa von der Winde 
aus), nach dem Gewichte hin ein Energiestrom vom Betrage 

S = nigv, 

wenn v die Geschwindigkeit der Bewegung bezeichnet. All- 
gemein läßt sich der Energiestrom, der von einem gespannten 
Seile fortgeleitet wird, in Vektorform schreiben 

@ = — mg^. 

Der Energiestrom ist somit stets der Bewegung des Seiles ent- 
gegen gerichtet; mg ist ein Maß für die Spannung des Seiles. 

Hier war von dem ganzen fortgeleiteten Energiestrome 
die Rede; man kann ihn aber auch auf die Flächenelemente 
beziehen und unter @ die Dichte dieses Stromes verstehen, 
d. h. die Energiemenge, die in der Zeiteinheit durch die Flächen- 
einheit des Wellen- oder Seilquerschnittes tritt. 

In einer Röhrenleitung, die unter hohem Drucke stehendes 
Wasser, das etwa zum Betriebe hydraulischer Hebewerke 
dienen soll, in horizontaler Richtung fortleitet, geht ein 
Energiestrom, der mit der Wasserbewegung gleich gerichtet 
ist und dessen Stromdichte 

ist, wenn p den Wasserdruck in Dynen pro Quadratzentimeter 
bedeutet. 

Die Arme eines Zahnrades oder einer Riemenscheibe leiten 
einen Energiestrom in radialer Richtung zu oder von der 
Welle, auf der sie festgekeilt sind. Die Berührungsflächen 
zwischen den Zähnen von zwei Zahnrädern, die ineinander 
greifen, bilden die Eintritts- bzw. Austrittsstellen des Energie- 
stromes; sie sind mit den Gleitstellen zu vergleichen, die beim 
Fortleiten eines elektrischen Stromes z. B. zwischen dem Kom- 
mutator einer Dynamomaschine und einer Stromabnehmer- 
bürste vorkommen. 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. 3. Auü. 24 
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Ein Teil des Eoergiestromes in der yollständigen Maschinen- 
anlage einer Fabrik wird unterwegs zur Überwindung der Rei- 
bung verbraucht. Der Energiestrom hat hier Senkstellen^ in 
denen ein Teil der Energie verschwindet. Der Rest gelangt 
zu den Werkzeugen der sogenannten Arbeitsmaschinen, welche 
die zugefährte Energie wieder mit einem gewissen Reibungs- 
verluste zur Arbeitsleistung ausnutzen. 

Man könnte diese Beispiele leicht vermehren; das Gesagte 
beweist aber schon zur Genüge, daß die beschriebene Auf- 
fassung der Energieübertragung in der Tat von Nutzen ist 
und vielleicht mehr^ als dies seither geschah^ in der gewöhn- 
lichen Mechanik gepflegt werden sollte. Diese Erkenntnis 
wird uns dahin führen, die Bedeutung der nachfolgenden Be- 
trachtungen über den Energiestrom im elektromagnetischen 
Felde besser zu würdigen. 

§ 85. Der Foyntingsclie Vektor. 

Wir knüpfen an die Gleichung (180d) des § 66 an, die 
unmittelbar aus den Feldgleichungen abgeleitet war, welche in 
ruhenden, nicht ferromagnetischen Körpern gelten: 

(226) ^ = - i^fdf[(B - e-, #L +fdvi(S', t) - Q. 

Dabei ist f die Oberfläche des Raumes t?, der von be- 
liebigen Leitern oder Isolatoren eingenommen ist. Das zweite 
Glied der rechten Seite stellt, wenn die erste der in § 66 ge- 
gebenen Deutungen zutrifft, die Arbeit dar, welche von den 
in diesen Körpern wirkenden eingeprägten Kräften ft geleistet 
wird; das dritte Glied subtrahiert von dieser Arbeit die Joule-- 
sehe Wärme Q, Haben wir es mit einem abgeschlossenen 
elektromagnetischen Systeme zu tun, so ist der Überschuß der 
geleisteten Arbeit über die entwickelte Wärme gleich der 
entstandenen elektromagnetischen Energie, wie es das Energie- 
prinzip verlangt. Dies ist auch nach der zweiten, in § 66 er- 
örterten Auffassung der Fall, nur daß an Stelle des Ausdruckes. 
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(180 g) für die Arbeit der eingeprägten Kräfte der Ausdruck 
(180h) tritt, und an Stelle des Ausdruckes (180a) für die 
elektrische Energie der Ausdruck (ISOi); nur in solchen Kör- 
pern, wo eingeprägte Kräfte und Verschiebungsströme gleich- 
zeitig vorhanden sind, kommen die Unterschiede der beiden 
Auffassungen in Frage. Hier aber handelt es sich darum^ 
wie für ein nicht abgeschlossenes, ruhendes elektromagnetisches 
System das Energiegesetz auszusprechen ist. 

Ist auf der Fläche f, welche das betrachtete Gebiet des 
Feldes einschließt, elektromagnetische Erregung vorhanden, so 
tritt ein (positiver oder negativer) Energieverlust ein. Dieser 
Energieverlust wird der gesamten Energieströmung gleichzu- 
setzen sein, welche pro Sekunde die geschlossene Fläche f von 
innen nach außen durchströmt. Setzen wir nun mit Poynting 
für den Energiestrom pro Sekunde und Flächeneinheit 

(226a) @ = i^[e-e',^], 

so führt die Integration über die geschlossene Fläche f stets 
zu dem richtigen Werte des gesamten, durch die Fläche 
tretenden Energieflusses. Es wird der Überschuß der Arbeit 
der eingeprägten Kräfte über die Energiezunahme des Be- 
reiches V und über die in diesem Bereiche entwickelte Joule- 
sche Wärme gleich dem gesamten, durch die Begrenzungs- 
fläche f tretenden Energiestrom: 

Die zweite der oben erwähnten Auffassungen läßt die Differenz 
von Arbeit der eingeprägten Kräfte und Energieänderung be- 
stehen. Auch für sie ist (226 b) eine Folge der Feld- 
gleiehungen. 

Allerdings ist die durch den Poyntingschen Vektor (226 a) 
gegebene Verteilung des Energiestromes nicht die einzig mög- 
liche; man könnte vielmehr stets eine quellenfreie Strömung 
hinzufügen, da eine solche durch jede geschlossene Fläche den 
Gesamtstrom Nidl ergeben, daher in (226 b) herausfallen würde. 

24* 
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Dennoch werden wir den Poyntingschen Ausdruck der Energie- 
strömung allgemein akzeptieren; waren wir doch bereits in 
§ 75 bei der Behandlung ebener^ homogener elektromagnetischer 
Wellen in Isolatoren zu einem Ausdrucke gelangt (205g), der 
aus (226a) hervorgeht, wenn eingeprägte elektrische Kräfte 
fehlen. Wir hatten gezeigt, daß die Richtung dieses Vektors, 
im Sinne der elektromagnetischen Lichttheorie gesprochen, 
dem Lichtstrahl entspricht und daß seine Komponente nach 
irgendeiner Richtung der Strahlung gleich ist, die pro Sekunde 
von der Flächeneinheit einer senkrecht zu dieser Richtung ge- 
stellten Fläche aufgefangen wird. Wir werden aus diesem 
Gnmde den Poyntingschen Vektor ® gelegentlich auch als 
„Strahlvektor" bezeichnen. Denken wir uns das Lmere 
der Fläche f von Lichtwellen erfüllt und die Fläche selbst 
durch eine innen berußte Wand verwirklicht, die alle auf- 
fallende Strahlung absorbiert, so würde die Normalkomponente 
von @ die pro Sekunde in der Flächeneinheit der berußten 
(schwarzen) Fläche entwickelte Wärme darstellen. Hier ge- 
winnt also der Poyntingsche Energiestrom eine unmittelbare 
physikalische Bedeutung. In einem beliebigen elektromagne- 
tischen Felde trifft das nicht immer zu. Hier ergibt der 
Poyntingsche Vektor @ bisweilen Energieströme in ge- 
schlossenen Bahnen, die durch nichts ihre Existenz verraten. 
Ein Beispiel hierfür ist ein System, das aus einem isolierten 
geladenen Leiter und einem Magneten besteht. Im Luft- 
räume ergibt hier (226 a) einen dauernden Energiestrom senk- 
recht zu den elektrischen und zu den magnetischen Kraft- 
linien. Die Energie jedes einzelnen Volumelementes aber bleibt 
konstant, so daß Quell- oder Senkpunkte der Energieströmung 
nicht auftreten. 

Jedenfalls gibt die Integration von ©^ über eine ge- 
schlossene Fläche immer die dem Inneren der Fläche entströmte 
Energie, oder die Gesamtstrahlimg richtig an. Auch dürfte 
es keinen anderen Ausdruck des Energiestromes geben, der 
dasselbe für ein beliebiges elektromagnetisches Feld in ebenso 
einfacher Weise leistet. Denn die Nahewirkuugstheorie muß 
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von eineiü solchen Ausdrucke verlangen; daß er den Energie- 
strom nur von den elektrischen und magnetischen Vektoren 
abhängig macht, die an der betreffenden SteUe gerade herrschen. 
Wir werden den* Poyntingschen Vektor daher allgemein als 
Maß des elektromagnetischen Energiestromes verwenden. Es 
wird nützlich sein, die Konsequenzen der Poyntingschen Theorie 
an konkreten Beispielen zu entwickeln. 

§ 86. Der Energiestrom in der Umgebung eines 

elektrisohen Stromes. 

Daß ein elektrischer Strom Energie seiner Längsrichtung 
nach überträgt, ist gerade das, was wir von dem elektrischen 
Strome am genauesten und sichersten wissen. Fraglich ist 
nur, wie sich dieser Energiestrom im einzelnen verteilt, vor 
allem, ob die Fortleitung der Hauptsache nach in dem Metall 
oder in dem umgebenden Dielektrikum erfolgt. Früher galt 
es einfach als selbstverständlich, daß die Energie denselben 
Weg verfolge wie der elektrische Strom selbst, daß er also 
durch die Metallmasse hindurchgehe. Die Maxwellsche Theorie 
lehrt jedoch, daß der Sitz der elektromagnetischen Energie das 
umgebende Dielektrikum ist. Die Poyntingsche Theorie führt 
diese Vorstellung weiter aus, indem sie das Dielektrikum als 
Energieleiter betrachtet. Bei der Behandlung der elektrischen 
Drahtwellen (§ 79) fanden wir in der Tat, daß das elektro- 
magnetische Feld in die Leitungsdrähte nicht eindringt, daß 
die Energie sich im Dielektrikum längs der Drähte fortpflanzt. 
Dabei hatten wir allerdings auf den Widerstand der Drähte 
keine Rücksicht genommen; würden wir ihn einführen, so 
würde sich ergeben, daß in den Leitungsdrähten Joulesche 
Wärme entwickelt wird, daß ein entsprechender Teil der 
Energie den Wellen entzogen wird, und daß hierdurch eine 
Dämpfung und eine geringfügige Verzögerung der Wellen 
bedingt wird. Hiervon abgesehen, hat man es mit einem nur 
im Dielektrikum sich abspielenden Vorgange zu tun. 

Man hat den Energiestrom durchaus zu trennen 
von dem elektrischen Strome. Der elektrische Strom 
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kann nur in den Eupferdrahten fließen; nur auf diesen können 
elektrische Ladungen sich ansammehi. Daher müssen die 
magnetischen Kraftlinien die Drähte umschlingen ^ die elek- 
trischen Kraftlinien auf den Drähten entspringen und endigen. 
So bilden die Drähte hier den Kern des elektromagnetischen 
Feldes und leiten in diesem Sinne nicht nur die Elektrizität; 
sondern auch die Energie; sie geben nämlich dem Energie- 
strome die Richtung. Dennoch sind im allgemeinen nicht die 
Metalle; sondern die Dielektrika als Leiter des Energiestromes 
zu bezeichnen. Denn wir wissen, daß die elektrischen Wellen 
durch Metallplatten nicht hindurchdringen; daß sie aber in 
Isolatoren sich fortpflanzen können. Die Metalle sind 
demnach Nichtleiter des EnergiestromeS; aber Leiter 
der Elektrizität. Die Dielektrika sind Leiter des 
EnergiestromeS; aber Nichtleiter der Elektrizität. 
Ahnlich liegt die Sache ja auch bei den Energieströmen der 
Mechanik; von denen wir im Torigen Paragraphen sprachen. 
So geht der Energiestrom in einem Zahnrade oder in einer 
Riemenscheibe in radialer Richtung vor sich; während die 
Bewegung; die zu dem Energiestrome Veranlassung gibt; eine 
Rotation ist. Der ;;Massenstrom'^ der ponderablen Materie 
ist hier zu trennen von dem Energiestrome. Die Enei^e 
wird hier nicht immer von den Massen bei ihrer Bewegung 
einfach mitgeführt; sondern sie strömt unter Umständen in 
ganz anderen Bahnen wie die Massen. So fällt auch die 
Richtung des elektromagnetischen Energiestromes keineswegs 
immer mit der Richtung der Elektrizitätsbewegung zusammen. 
Wir betrachten einen Stromring, in welchem Ton ein- 
geprägten Kräften (S* ein statioimrer Strom unterhalten wird. 
Die totale; für den Strom maßgebende elektrische Kraft ist 
hier nach Gleichung (161) 

Nach (226 a) ist jedoch für den Energiestrom die elektro- 
statische Feldstärke maßgebend: 
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Wir betrachten ein Stück unseres linearen Leiters und 
berechnen die Energie^ die in den Leiter aus dem Dielektrikum 
eintritt. Die magnetischen Kraftlinien umschlingen den Leiter; 
das Linienintegral der magnetischen Feldstärke ist nach der 

A T 

ersten Hauptgleichung für alle Querschnitte gleich Für 

die ins Innere des Drahtes tretende Energie ist nur die zur 
Drahtachse parallele Komponente der elektrostatischen Feld- 

stärke maßgebend^ die gleich dem Potentialgefälle — -^ längs 

des Drahtes ist. Die Energie, die nach dem Poyntingschen 
Satze in das Stück ds des Drahtes tritt, ist daher 

— -^Jds: 

ds ' 

die Integration längs der Leitlinie des Drahtes ergibt 

für die in ein Drahtstück pro Sekunde eintretende Energie. 
Ist dieses Drahtstück thermisch und chemisch homogen, also 
von eingeprägten Kräften frei, so stellt nach (153) 

die entwickelte Joulesche Wärme Q dar. Ist aber das Stück 
die Trennungsschicht zweier Leiter, d. h. der Sitz der ein- 
geprägten Kontaktkraft, so wird nach (161b) die einströmende 
Energie 

«^(9^1 — 9^2) = — «^■^12- 

Fließt also der Strom im Sinne der Kontaktkraft E^^, so 
strömt hier nicht Energie ein, sondern aus. Es strömt 
demnach überall dort, wo die den elektrischen Strom 
unterhaltenden elektromotorischen Kräfte ihren Sitz 
haben, Energie in das Feld hinein; längs des ganzen 
Drahtes strömt anderseits Energie aus dem Felde in 
den Draht ein, um dort in Joulesche Wärme yer- 
wandelt zu werden. Bei räumlich verteilten elektro- 
motorischen Kräften überlagern sich diese beiden Energie- 
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ströme. Die in den ganzen Leitungskreis in Summa ein- 
tretende Energie ist 

denn das elektrostatische Potential ist einwertige es ver- 
schwindet also 9?i — 9?2, wenn Anfangs- und Endpunkt des 
Drahtstückes zusammenfallen. Die gesamte Arbeit der ein- 
geprägten Kräfte wird in Joulesche Wärme verwandelt, wie 
es für den stationären Strom das Energieprinzip verlangt. 

übrigens ist das elektrostatische Feld 6* durchweg wirbel- 
frei; es besitzt keinen Flächenwirbel an der Drahtoberfläche^ 
d. h. seine tangentiellen Komponenten sind stetig. Auch ^ 
ist in seinen tangentiellen Komponenten stetig, da von räum- 
lich verteiltem elektrischem Strome die Rede ist. Folglich setzt 
sich die normale Komponente der Energieströmung stetig in 
das Drahtinnere hinein fort. Die tangentielle Komponente der 
Energieströmung aber kann einen Sprung machen. Im Draht- 
innem geht der Energiestrom im wesentlichen in radialer 
Richtung vor sich. Im Dielektrikum hingegen, wo das von 
den freien Ladungen des Drahtes herrührende Feld 6* nahezu 
radial gerichtet ist, kommt ein dem Drahte paralleler Energie- 
strom hinzu, der weitaus den vorhin betrachteten, zur Draht- 
oberfläche normalen Energiestrom überwiegt. Dieser Haupt- 
strom der Energie geht längs des Drahtes im 
Dielektrikum vor sich. Auf diesem Wege wird die Energie 
z. B. von der Kraftstation eines Elektrizitätswerkes aus den 
Abnehmern zugeführt. In einer geschlossenen Leitung indessen 
macht sich dieser Energiestrom längs des Drahtes nicht 
bemerkbar, wenigstens nicht bei stationärem Strome, wo er 
in geschlossenen Bahnen verläuft. 

Der Energiestrom längs des Drahtes kommt zur Geltung 
bei nichtstationärem Strome, etwa bei den Schwingungen einer 
Kondensatorentladung (vgl. § 72). Hier kann die von dem Konden- 
sator herrührende elektromotorische Kraft die eingeprägte Kraft 
der obigen Betrachtung ersetzen. Nimmt nun die elektrische 
Energie des Kondensators gerade ab, so tritt ein radialer 
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Energiestrom vom Kondensator aus in das Feld; derselbe 
wird sodann längs des Drahtes nach denjenigen Stellen des 
Feldes hingeführt, in denen die magnetische Energie gerade 
zunimmt. Ein Bruchteil strömt unterwegs in den Draht, um 
dort in Joulesche Wärme verwandelt zu werden. Diese Dar- 
stellung der Energieübertragung, welche der Poyn- 
tingschen Auffassung entspricht, ist demnach eine 
sinngemäße Ergänzung der Annahmen über die 
Energieverteilung, welche der Nahewirkungstheorie 
eigentümlich sind. Bei elektrischen Schwingungen bewährt 
sie sich; sie stellt ferner die Kontinuität mit dem in der Optik 
so nützlichen Begriffe des Strahles her. 

In diesem Werke ist unter 6 der Vektor verstanden, dem 
die elektrische Stromdichte i proportional ist (Gl. 161). Für 
den Energiestrom ist, falls eingeprägte Kräfte wirken, nicht 
jener Vektor, sondern @ — 6* maßgebend. Dieser Vektor hat 
die Eigenschaft, daß seine tangentiellen Komponenten sich 
an der Grenzfläche zweier Körper stetig verhalten; sonst 
würde nämlich eine flächenhafte Verteilung der Energie ein- 
treten, die mit den Grundvorstellungen der MaxweUschen 
Theorie nicht vereinbar ist. H. Hertz dagegen bezeichnet in 
seinen Abhandlungen über die Grundgleichimgen der Elektro- 
dynamik mit @ den für den Energiestrom maßgebenden Vektor; 
er muß dann die Beziehung zwischen i und 6 überall dort 
korrigieren, wo eingeprägte Kräfte auftreten. Auf diesen 
Unterschied der Bezeichnungen mag, um Mißverständnissen 
vorzubeugen, hingewiesen werden. 



Zweites Kapitel. 
Die ferromagnetischen Körper. 

§ 87. Die magnetisohe Hysteresis. 

Wir haben bereits im Eingange des vorigen Abschnittes 
(§ 60) auf die Sonderstellung hingewiesen, welche die ferro- 
magnetischen Körper einnehmen. In ihnen ist die magnetische 
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Permeabilität keine Materialkonstante; sondern sie ist ihrer- 
seits von der Feldstärke abhängig. Die Proportionalität der 
Vektoreö 8 und §, welche eine wesentliche Voraussetzung 
der Feldgleichungen (179 a, b) und des Ausdruckes (180 b) 
der magnetischen Energie war, findet hier nicht mehr statt. 
Wir mußten daher im vorigen Abschnitte, bei der Entwickelung 
der aus jenen Feldgleichungen zu ziehenden Folgerungen, 
öfters die ferromagnetischen Körper ausschließen und ihre 
Behandlung diesem letzten Abschnitte vorbehalten. 

Man könnte nun daran denken, die ferromagnetischen 
Körper in der Weise in die Maxwellsche Theorie einzuordnen, 
daß man an den Hauptgleichuugen des § 65 festhielte, aber 
an Stelle der einfachen Proportionalität der Vektoren § und 8 
eine kompliziertere Funktionsbeziehung setzte. An den 
Hauptgleichungen (177a, 178, 178a) werden wir aller- 
dings festhalten müssen. Wir werden aber nicht annehmen 
dürfen, daß in ferromagnetischen Körpern noch der jeweilige 
Wert von 8 überhaupt durch den jeweiligen Wert von § be- 
stimmt ist. Daß dem nicht so ist, zeigen die Vorgänge der 
magnetischen Hysteresis. 

Bringt man ein Eisenstück in ein magnetisches Feld und 
läßt die Feldstärke allmählich wachseu, so wächst auch die 
magnetische Induktion und zwar anders, als es der einfachen 
Proportionalität entsprechen würde. Man kann das Anwachsen 
der Induktion mit der Feldstärke durch eine Kurve veran- 
schaulichen, indem man den Betrag von ^ als Abszisse, den 
Betrag von 8 als Ordinate aufträgt. Läßt man aber jetzt die 
Feldstärke wiederum abnehmen, so wird keineswegs dieselbe 
Kurve in entgegengesetztem Sinne beschrieben, sondern die 
Induktion nimmt nach einer anderen Kurve ab; es entspricht 
einer imd derselben Feldstärke jetzt eine andere, und zwar 
eine größere Induktion. Es gibt demnach gar keine allgemein- 
gültige Beziehung zwischen § und 8, der Wert von 8 hängt 
nicht nur von dem momentanen Felde, sondern auch von der 
Vorgeschichte des Eisenstückes ab. Die Magnetisierung folgt 
nicht momentan der Feldstärke, sondern es bleibt gewisser- 
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maßen ein Teil der früheren Magnetisierung zurück; diese Er- 
scheinung bezeichnet man als magnetische Hysteresis. Läßt 
man nun die Feldstärke ^ periodisch zu- und abnehmen^ so 
wird die Veränderung von 8 durch eine geschlossene Kurve, 
die sogenannte Hysteresisschleife, dargestellt. Dabei findet eine 
Wärmeentwickelung in dem Eisen statt. 

Eine solche Wärmeentwickelung hatten wir bisher bei der 
Behandlung der Energievor^^nge im magnetischen Felde nicht 
berücksichtigt. Wir erkannten indessen bereits im § 62, daß 
auch hinsichtlich des Energieausdruckes die ferromagnetischen 
Körper Anomalien aufweisen. Wir müssen jetzt die Behand- 
lung der Energievorgänge von neuem aufiiehmen. 

Wir denken uns das Eisenstück in einem Baume befind- 
lich, der durch eine geschlossene Fläche f begrenzt ist. Außer- 
halb dieser Fläche mögen sich ferromagnetische Körper nicht 
befinden; es mögen hier die Entwickelungen des vorigen Ab- 
schnittes ohne Einschränkung gelten. Dieselben ergeben, daß 
pro Sekunde in das Innere der geschlossenen Fläche f eine 
Energiemenge tritt, die sich aus dem Poyntingschen Energie- 
strome (§ 85) berechnet. Schließen wir der Einfachheit wegen 
eingeprägte elektrische Kräfte aus, so ist nach (226 a) 

(227) -J^Jf = - l\J\.m]Jf 

der gesamte, in der Zeiteinheit in das Innere von /" tretende 
Energiestrom (n ist hier diejenige Normale, die nach dem 
Äußeren des Raumes weist, in welchem das Eisenstück sich 
befindet). Wir wollen annehmen, daß 6 und § im Inneren 
dieses Raumes stetig verteilt sind; dann geht nach (102a) der 
Ausdruck (227) über in 



^ I dv{(& curl ^ — § curl 6 } . 



Dies ist die Energie, die pro Sekunde dem RaumflTzu^ 
geführt wird und die daher gleich sein muß der Summe aus 
der Zunahme der elektromagnetischen Energie 

TF= Ü+T 
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und der im Eisenstücke stattfindenden Wärmeentwickelung; 
diese letztere setzt sich zusammen aus der Jouleschen Wärme 
Q und der infolge der magnetischen Hysteresis stattfindenden 
Wärmeentwickeluug, die wir mit Q^ bezeichnen wollen; wir 
erhalten daher 

Neben diesem allgemeinen Postulate der Maxwellschen 
Theorie legen wir die Hauptgleichungen (177a), (178) und 
(178a) der Behandlung der ferromagnetischen Körper zugrunde. 
Führt man nun 

(228a) curl^ = l^i+*^|| 

und 

(228 b) curl e = - -J Yi 

in (228) ein, so erhält man 

Nun verhalten sich aber die ferromagnetischen Körper in 
elektrischer Hinsicht normal; es ist also 

die Joulesche Wärme, und 

f -ß' (4?) - iß' f: = iß' i («*) 

die Zunahme der elektrischen Energie im Räume v. 

Für die Summe aus der Zunahme der magne- 
tischen Energie und aus der magnetischen Wärme- 
entwickelung ergibt sich 

Wir wenden diesen Ausdruck zuerst auf einen magne- 
tischen Kreisprozeß an von der Periode r. Die Werte der 
Feldstärke §, der Induktion 8 und der magnetischen Energie T, 
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die zur Zeit t bestanden, kehren zur Zeit < + r wieder, nach- 
dem die Hysteresisschleife durchlaufen ist. Die Integration 
über eine Periode ergibt daher 

(229a) ßtQ^ = ^fdvfdt{^^). 

t t 

Für die pro Volumeinheit stattfindende Wänueentwicke- 
lung in einer Periode erhalten wir 

(229b) l.ßt{i^i^^l.ßä», 

i 

wobei das Integral der rechten Seite über den durch die 
Hysteresisschleife angegebenen Weg zu erstrecken ist. Es 
gibt, wie zuerst E. Warburg gezeigt hat, in der Tat die 
Wärmeent Wickelung an, welche bei dem magnetischen Kreis- 
prozeß stattfindet; dieselbe ist gleich dem durch A% dividierten 
Flächeninhalte der .Hysteresisschleife. Führen wir wieder den 
durch (173) definierten Vektor SM der Magnetisierung ein, 
so wird 

und da das über die geschlossene Kurve erstreckte Integral 

verschwindet, so ist 

(229c) j^^dm 

ein mit (229 b) gleichwertiger Ausdruck der Wärmeentwickelung 
bei dem magnetischen Kreisprozeß. 

§ 88. Der remanente Magnetismus. 

Bei der Integration über den Kreisprozeß fiel aus (229) 
die magnetische Energie heraus; wir können aus den obigen 
Betrachtungen einen allgemeingültigen Ausdruck für die 
magnetische Energie eines Eisenstückes nicht gewinnen. Wir 
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können indessen aus (229) die Energieänderongen im Felde 
ferroma^etischer Körper berechnen, wenn wir nns auf solche 
Vorgänge beschränken, die ohne magnetische Wärmeentwicke- 
lung verlaufen. Zu diesen Verengen gehören die Wechsel- 
wirkungen permanenter Magnete, mit denen wir uns im folgen- 
den beschäftigen. Die „magnetische Remanenz'^ oder „magne- 
tische Härte^^ kann als ein Grenzfall der Hysteresis aufgefaßt 
werden, insofern, als die Magnetisierung SR überhaupt als von 
der Feldstärke ^ unabhängig und dem Stahlstücke anhaftend 
betrachtet wird. Zwar ist in diesem Sinne nur ein zur Sätti- 
gung magnetisierter Magnet vollkommen „magnetisch hart''; 
im allgemeinen wird neben der remanenten noch eine „tempo- 
räre^', d. h. mit § veränderliche Magnetisierung auftreten. Doch 
sind die ponderomotorischen Kräfte, welche Magnete aufeinander 
ausüben, hauptsächlich durch den remanenten Teil der Magneti- 
sierung bestimmt; der temporäre Anteil der Magnetisierui^ 
liefert zu der Kraft, welche auf ein Stahlstück .im magneti- 
schen Felde wirkt, einen verhältnismäßig geringen Beitrag, 
dessen Berechnung übrigens ähnlich wie bei magnetisch weichen 
Körpern vorzunehmen wäre. Beschränken wir uns demgemäß 
zunächst auf den Fall konstanter Magnetisienmg, so wird 

df8 = d^y 

imd daher das betreffende Stück der Kurve, welche 8 als 
Funktion von § darstellt, eine Gerade, die sowohl bei wachsen- 
dem und abnehmendem ^ durchlaufen wird. Man hat es 
hier mit reversibeln, von Wärmeentwickelung freien 
Vorgängen zu tun; bei solchen stellt nach (229) 

(229 d) ^§d» 

die auf die Volumeinheit berechnete Energie- 
änderung dar. 

Wir betrachten nun das magnetische Feld eines Systemes 
ruhender, permanenter Magnete. Ein elektrisches Feld und 
ein elektrischer Strom sollen nicht vorhanden sein, es ist da- 
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her, der ersten Hauptgleichung (177 a) zufolge, 

(230) curl § = 0. 

Die Feldstärke ^ ist auch im Felde permanenter 
Magnete wirbelfrei; sie leitet sich aus einem skalaren Po- 
tentiale (f^ ab: 
(230a) # = - Vq>^. 

Wir halten ferner an der Grundannahme fest, 
daß die magnetische Induktion durchweg quellenfrei 
verteilt ist, d. h. daß wahrer Magnetismus nicht 
existiert. Wir legen demnach auch der Theorie des rema- 
nenten Magnetismus die Bedingung zugrunde 

(231) div ö = 0. 

Die Gleichungen (230) und (231), welche behaupten, daß 
§ wirbelfrei, 8 aber quellenfrei verteilt ist, haben wir bereits 
im vorigen Abschnitte der Theorie der magnetischen Felder 
in stromlosen Bereichen zugrunde gelegt (vgl. § 63). Wir 
können auch jetzt, wo magnetisch harte Körper im Felde sich 
befinden, eine entsprechende Darstellung des Feldes geben. 

Wir berechnen das wirbelfreie Feld § aus seinen Quellen, 
indem wir 

(232) div#=4^p'^ 

setzen und unter Qm die „Dichte des freien Magnetismus" ver- 
stehen. Da nach (173) 

(232a) « = § + 4;raB 

ist, und da die Divergenz von 8 durchweg Null ist, so ivird 

(232b) div§ = ~-4jrdiv»l. 

Ist die remanente Magnetisierung eines Stahlstückes be- 
kannt, so ist auch die Verteilung des freien Magnetismus durch 

(232 c) Q'm div SB 

gegeben (vgl. auch 173b.) In einem magnetisch harten 
Körper haftet also der freie Magnetismus an den 
Volumelementen. Von einer flächenhaften Verteilimg des 
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freien Magnetismus wollen wir hier absehen, indem wir uns § 
als stetig verteilt denken. 

Aus der gegebenen Verteilimg des freien Magnetismus 
in den permanenten Magneten berechnet sich das skalare 
Potential 

(232 d) "Prn-J-r"' 

Dadurch ist dann das magnetische Feld ^ außerhalb und 
innerhalb der Magnete bestimmt, falls diese in den leeren 
Kaum eingebettet sind. Sind außerdem magnetisch weiche 
Körper im Felde, so ist auch der in ihrem Innern und an 
ihrer Oberfläche befindliche freie Magnetismus in Rechnung 
zu ziehen; dieser ist indessen nicht konstant, sondern er ändert 
sich mit der Lage der permanenten Magnete. Um eine solche 
Komplikation zn vermeiden, wollen wir weiterhin annehmen, 
daß die Magnete in den leeren Raum eingebettet sind. Außer- 
halb der Magnete stimmt dann 8 mit ^ überein; innerhalb 
der Magnete ist 8 nach (232 a) zu berechnen, aus § und der 
gegebenen remanenten Magnetisierung SR. 

Wir wiesen bereits im § 62 darauf hin, daß das magne- 
tische Feld, welches von para- und diamagnetischen Körpern er- 
regt wird, überhaupt keine selbständige Existenz besitzt. In 
einem durchweg stromlosen Räume, der nur von solchen 
Körpern erfüllt ist, kann ein magnetisches Feld nicht dauernd 
bestehen. Es müssen irgendwo im Räume elektrische Ströme 
oder permanente Magnete sich befinden; andernfalls ist ein 
konstantes magnetisches Feld nicht möglich. Die para- imd 
diamagnetischen Körper modifizieren nur das Feld, aber sie 
erzeugen es nicht. Wir sahen, daß dieses Verhalten eng mit 
dem Energieausdruck (162) zusammenhing, und schlössen, 
daß für Körper, die remanenter Magnetisierung fähig sind, 
d. h. die selbständig, ohne Mitwirkung elektrischer Ströme, 
ein magnetisches Feld zu erzeugen vermögen, jener Energie- 
ausdruck aufzugeben ist. Ein allgemeingültiger Ausdruck 
für die Energie ferromagnetischer Körper ist uns auch 
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jetzt nicht bekannt. Wohl aber sind wir oben zu einem Aus- 
drucke für die Änderung der Energiedichte im Innern eines 
magnetisch harten Körpers gelangt. Diese Änderung war 
nach Gleichung (229 d) 

oder, da SR konstant ist, nach (232a) gleich 

Außerhalb der Magnete, wo f* = 1 ist, stellt dieser Aus- 
druck ebenfalls die Änderung der magnetischen Energie- 
dichte dar. 

Verstehen wir unter T,, die Energie des ganzen Feldes in 
einer bestimmten Anfangslage der permanenten Magnete, wo 
das Feld §^ herrscht, so bestimmt 

(233) T-T„=/||§«-/^?§„^ 

die Feldenergie T bei einer beliebigen Konfiguration 
der Magnete. 

Denken wir uns nun die Magnete so langsam gegen- 
einander bewegt, daß die durch die Feldänderungen entstehenden 
elektrischen Kräfte und die dabei erregte elektrische Energie 
und Joulesche Wärme zu vernachlässigen sind, so ist die 
Abnahme der Feldenergie gleich der Arbeit, welche die pon- 
deromotorischen Kräfte bei der Bewegung leisten. Es spielt 
demnach für die Wechselwirkungen permanenter 
Magnete die Feldenergie T die Rolle einer poten- 
tiellen Energie. Da aber T nur durch eine additive 
Konstante von 

(233a) f^™=/|^^' 



»2 



verschieden ist, so lassen sich die Kräfte, welche 
permanente Magnete aufeinander ausüben, ableiten, 
indem man U^ als potentielle Energie des Feldes 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. 3. Aufl. 26- 
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einführt. Die potentielle Energie erscheint dabei als verteilt 
über die Volumelemente des Feldes, sowohl über diejenigen^ 
die außerhalb, als auch über die, welche innerhalb der Magnete 
sich befinden. Der erhaltene Energieausdruck entspricht dem- 
nach den GrundvorsteUungen der Nahewirkungstheorie. 

Es ist aber leicht, U^ auf eine Form zu bringen, welche 
den Vorstellungen der Femwirkungstheorie über die Energie- 
verteilung entspricht. Nach (230 a) wird 

was auf Grund der Formel (73) übergeht in 

Das über die Begrenzungsfläche f erstreckte Integral ver- 
schwindet, wenn die Fläche ins Unendliche rückt. Führt man 
endlich die durch (232) definierte Dichte Qm des freien Magne^ 
tismus ein, so wird 

(233b) U„=-l-f<lv9n.Q'rn. 

Hier erscheint nun die Energie als verteilt über 
die Volumelemente der Magnete, in denen der freie 
Magnetismus seinen Sitz hat. Berechnen wir endlich daa 
skalare Potential 9?^ aus (232 d), so wird 

(2330 ".-fß^—- 

Das Integral ist über alle Kombinationen je zweier Volum- 
elemente der Magnete zu nehmen, wobei jede Kombination, 
nur einmal in Rechnung zu setzen ist. Dieser Ausdruck führt, 
nun unmittelbar zum Coulombschen Gesetze. Denn die Arbeit^ 
welche die Kräfte des Feldes bei der Verschiebung zweier 
Magnete gegeneinander leisten, bestimmt sich aus der Abnahme 
der potentiellen Energie U^ bei der Verschiebimg. Die gleiche 
Arbeit wird erhalten, wenn man für die Wechselwirkung je 
zweier Volumelemente der beiden Magnete die abstoßende Kraft, 
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in Ansatz bringt, dem Coulombschen Gesetze der Femwirkungs- 
theorie entsprechend. Aus der Äquivalenz der Arbeiten bei 
einer beliebigen Verrückung folgt aber auf Grund des Prinzips 
der virtuellen Arbeit (§ 10) sofort die Äquivalenz der Kräfte. 

Die Kräfte, welche permanente Magnete auf- 
einander ausüben, bestimmen sich also durch das 
Coulombsche Gesetz. An den Quellpunkten des Feldes §, 
d. h. an den Punkten, in denen freier Magnetismus sich be- 
findet, greifen die ponderomotorischen Kräfte an. Die Massen, 
an denen die Kräfte angreifen, sind überall identisch mit 
denen, die das Kraftfeld erzeugen. Damit sind wir nunmehr 
völlig bei der Darstellungsweise der Fernwirkungstheorie an- 
gelangt. 

Wenn nun auch diese Darstellung mathematisch zulässig 
ist, so ist sie doch wenig geeignet, in die Natur der Magneti- 
sierung eine Einsicht zu gewähren. Habei; wir den freien 
Magnetismus doch nur als Rechnungsgröße, nicht als Substanz 
angesehen. Nun können wir die gegebene Darstellung etwas 
abändern. Wir können uns die Magnete entfernt denken und 
das Feld § jetzt im leeren Räume konstruieren. Im leeren 
Räume ist § mit © identisch und der freie Magnetismus geht 
in den wahren Magnetismus über. Es würde demnach das 
Feld § auf den im leeren Räume verteilt gedachten wahren 
Magnetismus Kräfte ausüben, die ganz den Kräften entsprechen 
würden, mit denen das elektrische Feld @ auf die wahre 
Elektrizität wirkt. Die Zusammensetzung dieser Kräfte führt 
wiederum zu den Kräften und Drehkräften, die an dem be- 
treffenden permanenten Magneten wirklich angreifen. 

In die Maxwellsche Theorie paßt indessen auch diese 
Darstellung nicht. Denn diese Theorie schließt im Gegensatze 
zur Fernwirkungstheorie wahren Magnetismus überhaupt aus; 
jenes fingierte Feld im leeren Räume, durch das wir das 
wirkliche Feld abbildeten, ist nach der konsequent durch- 
geführten Maxwellschen Theorie überhaupt undenkbar. Hier 

26* 
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besteht ein wesentlicher Gegensatz zwischen den Anschauungen 
der Nahewirkung und denen der Femwirkung. Dieser Gegen- 
satz wurde von Maxwell und Hertz nicht so scharf hervor- 
gehoben, die auf magnetischem Gebiete noch vielfach mit den 
älteren Anschauungen operierten; erst die weitere Fortbildung 
der Maxwellschen Theorie ließ jenen Gegensatz deutlich 
hervortreten. Wir wollen der in diesem Paragraphen ent- 
wickelten Darstellung des Feldes permanenter Magnete jetzt 
eine zweite an die Seite stellen, welche der quellenfreien Natur 
der magnetischen Induktion von vornherein gerecht wird. 

§ 89. Äquivalenz von Magneten und elektrisohen Strömen. 

Wir knüpfen an die Entwickelungen des § 64 an. Wir 
lernten dort eine Darstellung des magnetischen Feldes kennen, 
welche nicht sowohl das wirbelfreie Feld § durch seine 
Quellen, als vielmehr das quellenfreie Feld © durch seine 
Wirbel bestimmt. Wir führten eiue dem Wirbel von ö pro- 
portionale Größe i' ein, die räumliche Dichte des „freien 
elektrischen Stromes'^, die durch die Gleichung (175) definiert 
war: 

(234) curl « = ^ • 

Sind die Wirbel von © flächenhaft verteilt, so tritt noch 
ein freier flächenhafter Strom \' hinzu (vgl. 175a). Doch 
wollen wir es vorziehen, die Wirbel zunächst als räumlich 
verteilt anzusehen, auch an der Begrenzimg der Magnete; wir 
behalten ims vor, später den Grenzübergang vom räumlichen 
zum Flächenwirbel zu machen. 

Setzt man nun für das Vektorpotential 

(234 a) « = - ß"-^ 

C ,J T 

und leitet aus ihm die magnetische Induktion ab, vermöge 

(234b) » == curl «, 

so wird der Bedingung (281) des Verschwindens der Diver- 
genz von © überall Genüge geleistet. 
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Es handelt sich nur noch darum, den Vektor i' zu er- 
mitteln. Da ein wahrer Strom im Felde nicht vorhanden ist, 
so ist § wirbelfrei (230). Es folgt daher aus (232 a) und 
(234): 

(234c) ^- = curl 



Die Dichte des freien Stromes ist dem Wirbel der Magne- 
tisierung proportional. Da die Magnetisierung eines magnetisch 
harten Körpers unveränderlich sein soll, so haftet der freie 
Strom an den Volumelementen der permanenten 
Magnete. Werden die Magnete gegeneinander bewegt, so 
ändert sich die Verteilung und die Intensität der freien 
Ströme in ihrem Innern nicht. 

Durch (234 a, b, c) ist nunmehr das Feld des Vektors © 
sowohl außerhalb wie innerhalb der Magnete bestimmt. Das 
Feld § ist außerhalb der Magnete, im leeren Räume, mit 
dem Felde © identisch; im Innern der Magnete hingegen ist 
§ aus © und der gegebenen Magnetisierung SR auf Grund von 
(232 a) zu berechnen. 

Die Darstellung des Feldes permanenter Magnete als 
Wirbelfeld ist zuerst von Ampere befürwortet worden. Ampere 
knüpfte dabei an die Äquivalenz eines Kreisstromes und 
einer magnetischen Schale an. Wir wollen nicht ver- 
säumen, diese Äquivalenz aus der soeben gegebenen all- 
gemeinen Darstellung abzuleiten. 

Wir denken ims zu diesem Zwecke einen Zylinder aus 
magnetisch hartem Material, dessen Begrenzungsebenen einen 
gegen ihre eigenen Abmessungen sehr kleinen Abstand h be- 
sitzen, und dessen Erzeugenden senkrecht zu diesen Ebenen 
stehen. Der Zylinder soll, parallel den erzeugenden Geraden, 
homogen magnetisiert sein. Dieses Gebilde, insbesondere den 
Grenzfall verschwindend kleiner Höhe h des Zylinders, be- 
zeichnet man als ebene magnetische Schale. 

Es sind nun die Wirbel von SR zu bestimmen; der räum- 
liche Wirbel ist durchweg Null, da innerhalb der Schale SR 
konstant ist und außerhalb SR gleichfalls konstant, nämlich 
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gleich Null ist. Auf den zueinander parallelen Begrenzungs- 
ebenen des Zylinders befindet sich kein Flächenwirbel^ da SR 
hier senkrecht gerichtet ist. Eine Unstetigkeit der tangentiellen 
Komponenten von SR liegt nur an der Mantelfläche des 
Zylinders vor. Die Dichte des hier befindlichen Flächen- 
wirbels ist gleich dem konstanten Betrage von SR innerhalb 
des Zylinders; der Umlaufssinn ist durch die Richtung von SR 
im Zylinder bestimmt. Wir verstehen unter lU die Elemente 
der Mittellinie der Mantelfläche des Zylinders; der Durch- 
laufungssinn soll dem TJmkreisungssinne der Wirbel durch 
eine ßechtsschraube zugeordnet sein. Der freie Strom ist 
dann parallel zu ^8; seine Flächendichte ist gemäß (234c) gleich 
der Dichte des Flächenwirbels von SR, multipliziert mit der 
universellen Konstanten c. Senkrecht zu einer jeden der 
Zylindererzeugenden fließt also im ganzen der freie Strom: 

(235) e7'=c|SR|Ä. 

Geht man nun zum Grenzfalle eines verschwindend 
kleinen h über, indem man gleichzeitig die Magnetisierung { SR j 
wachsen läßt, derart, daß das Produkt der beiden Größen einem 
endlichen Grenzwert zustrebt, so wird der flächenhaft verteilte 
Strom zur Stromlinie. Das Vektorpotential der magnetischen 
Schale wird dann 

(235 a) « = !^r^. 

Es stimmt durchweg überein mit dem Vektorpotential, 
welches ein Strom von der gleichen Stromstärke, der längs 
der Randkurve der magnetischen Schale fließt, im leeren 
Räume erzeugen würde (vgl. 168 a). 

Wir haben uns bisher auf eine ebene Schale beschränkt. 
Wir können aber ohne Schwierigkeit das Ergebnis auf eine 
Schale von gekrümmter Mittelfläche ausdehnen, deren Krüm- 
mungsradius groß gegen die Schalendicke ist. Wir zerlegen 
die Schale in Flächenstücke, die als eben zu betrachten sind, 
und wenden auf jedes dieser Flächenstücke die obige Betrach- 
tung an. Längs der ümfangslinie eines solchen Flächenstückes 
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ist dann der freie Strom J' anzunehmen, der durch (235) an- 
gegeben ist. Ist nun das Produkt aus der Magnetisierung | SR | 
der Volumelemente und der Schalendicke h längs der Schale 
konstant, so hat tT für alle Umfangslinien den gleichen Wert. 
In dem Ausdrucke (235 a) des Vektorpotentiales heben sich 
alsdann die Beiträge derjenigen Kurvenstücke, welche zwei 
Flächenstücke begrenzen, und die daher zweimal in entgegen- 
gesetztem Sinne zu durchlaufen sind, heraus, und es bleibt 
nur das Integral längs der ßandkurve der ganzen Schale 
übrig. Das Vektorpotential ist auch jetzt dasjenige eines die 
TJmfangslinie der Schale umkreisenden Stromes. Durch das 
Vektorpotential ist aber das Feld © eindeutig bestimmt. Es 
stimmt also im ganzen Räume das Feld des Vektors 8 
und daher außerhalb der Schale auch das Feld des 
Vektors §, das von der magnetischen Schale erregt 
wird, mit dem Felde eines längs der Randkurve 
fließenden Stromes überein. 

Stellen wir anderseits das Feld § in der im vorigen 
Paragraphen angegebenen Weise durch seine Quellen dar, so 
ergibt es sich als herrührend von einer magnetischen Doppel- 
schicht vom Momente | SB | ä pro Flächeneinheit. Das Feld § 
der Doppelschicht wird im Innern der Schale gleichzeitig mit 
der Magnetisierung 3R, die entgegengesetzt zu § weist, beim 
Grenzübergang zu verschwindend kleinem h unendlich, wenn 
anders das Produkt | SR | Ä endlich bleiben soll. Außerhalb der 
Schale aber stimmt, wie oben gezeigt wurde, das Feld § der 
Doppelschicht überein mit dem Felde einer die Schale um- 
randenden Stromlinie von der elekti'omagnetisch gemessene^ 
Stromstärke 

c ' ' 

Damit sind wir zu der bereits in § 31 dargelegten Äquivalenz 
von Wirbelfaden und Doppelschicht zurückgelangt. 

Das Stromsystem, das wir im Innern der magnetisch harten 
Körper angenommen haben, ist selbstverständlich kein wirk- 
liches Stroms jstem. Wahren Leitungsstrom haben wir vielmehr 
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ausgeschlossen, indem wir curl § gleich Null gesetzt haben. 
Demgemäß gibt das fingierte Stromsystem zu keiner Joule- 
schen Wärmeentwickelung Veranlassung, ein Durchschneiden 
der Stromfäden zu keiner Elektrizitätsanhäufung. Jenes System 
„freier elektrischer Ströme" ist nichts als das Wirbelfeld des 
quellenfreien Vektors ö; es dient zunächst nur zur mathe- 
matischen Darstellung dieses Feldes. 

Wir können nun aber wiederum die gegebene Darstellung 
in ähnlicher Weise abändern wie im vorigen Paragraphen. 
Wir können uns die Magnete entfernt und das Feld © jetzt 
im leeren Räume konstruiert denken. Im leeren Räume ist 8 
mit § identisch, wir können hier den Wirbel von © als wirk- 
lichen Strom deuten. Durch diese Deutung wird die Weiter- 
bildung der Theorie des Magnetismus angebahnt, indem eine 
Erklärung durch Annahme verborgener Elektrizitätsbewegungen 
nahegelegt wird. Man hat diese Erklärung zu verschiedenen 
Zeiten in verschiedener Weise zu geben versucht, früher durch 
Amperesche Molekularströme, neuerdings durch rotierende Elek- 
tronen. Die Molekulartheorien oder Elektronentheorien des 
Magnetismus haben zu zeigen, daß durch Mittel wertsbildung 
über die Felder der im Räume angenommenen Stromsysteme 
wirklich das Feld © entsteht. Sie haben ferner von dem Zu- 
sammenhange des Vektors § mit dem beobachtbaren elek- 
trischen Strome Rechenschaft zu geben. Ein Eingehen auf 
diese Theorien liegt indessen außerhalb des Rahmens dieses 
Bandes. 

Die Ausführung des gegebenen Bildes, welche das Feld 
der Magnete im Äther konstruiert und die Wirbel von 83 auf 
verborgene Elektrizitätsbewegungen zurückführt, erklärt die 
quellenfreie Natur von © ohne weiteres. Sie verdient daher 
den Vorzug vor der entsprechenden Ausführung des im vorigen 
Paragraphen gegebenen Bildes, welche im Äther Quellen von 
© annehmen mußte. Die konsequent durchgeführte Maxwellsche 
Theorie, welche wahren Magnetismus überhaupt ausschließt, 
muß jedenfalls dieses zweite Bild für naturgetreuer halten, als 
jenes erste. Es entsteht nun die Aufgabe, zu zeigen daß 
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dieses zweite Bild die ponderomotorischen Kräfte zwischen 
permanenten Magneten richtig wiedergibt. 

Wir gehen auf den Ausdruck (229 d) für die Änderung 
der magnetischen Energiedichte im Innern der permanent 
magnetisierten Körper zurück; außerhalb der Magnete, im leeren 
Räume, wo § mit ö identisch ist, gilt der gleiche Ausdruck, 
60 daß 

(236) dT^^fdv^d« 

die Energieänderung des ganzen Feldes angibt. Nun ist 

daher die Energieänderung bei einer Verschiebung der starren 
Magnete gegeneinander 

(236a) dT=^d fdv (§») - l-Jdvf&d^, 

Nun war aber bereits im ersten Abschnitte der Satz be- 
wiesen worden (§ 30): das über den ganzen Raum erstreckte 
Integral des inneren Produktes aus einem quellenfreien und 
einem wirbelfreien Vektor ist Null. Dieser Satz ist hier an- 
wendbar, da § durchweg wirbelfrei, © aber durchweg quellen- 
frei ist. Er ergibt 

Jdv (§») = 0, 
und daher 

(236b) dT ^Jdvl&d^. 

Ferner ist im Innern der permanent magnetisierten Körper 
nach (232 a), da 9R konstant angenommen wird, 

d^ = rf»; 

dasselbe gilt im umgehenden Räume. Wir können daher für 
die Energieändenmg schreiben 

(236c) dT W^f^»*- 
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Verstehen wir nun unter Tq die Energie bei einer be- 
stimmten Anfangslage der Magnete ^ wo die magnetische In- 
duktion IBq sein mag, so bestimmt 



(237) T - n = -f'£ IB» 4-/^ » 



8 




die Feldenergie bei einer beliebigen Konfiguration 
der Magnete. Dieser Energieausdruck tritt dem Ausdrucke 
(233) des vorigen Paragraphen gleichwertig gegenüber. Wie 
jener dem ersten Bilde entsprach, so entspricht dieser dem 
zweiten Bilde. 
Wir setzen 

(237 a) ^m=/f^»'- 

Dieses ist die magnetische Energie des Feldes, das entsteht, 
wenn wir die freie Strömung i' durch eine wahre Strömung 
im leeren Räume ersetzt denken. Die ponderomotorischen 
Kräfte, welche elektrische Ströme aufeinander ausüben, sind 
nun im § 70 allgemein aus einem elektrodynamischen Potentiale 
abgeleitet worden, welches der negativen magnetischen Energie 
gleich ist. Die elektrodynamischen Kräfte streben die Strom- 
kreise so zu stellen, daß die magnetische Energie bei konstant 
gehaltenen Stromstärken möglichst groß wird. Denken wir 
uns nun die freie Strömung i', die ja bei einer Bewegung der 
Magnete unveränderlich an ihren Volumelementen haftet, durch 
eine wahre Strömung ersetzt, so haben wir die Arbeit der 
zwischen den Strömen wirksamen Kräfte der Zunahme von T^ 
bei konstant gehaltener Stromdichte gleich zu setzen. Die 
konsequente Verfolgung der in diesem Paragraphen 
gegebenen Darstellung führt also dazu, die Arbeit 
der zwischen den Magneten wirksamen Kräfte der 
Zunahme von T^ gleich zu setzen. Die Zunahme der 
magnetischen Energie T,„ (237a) des fingierten Feldes 
im leeren Räume ist jedoch gleich der Abnahme der 
wirklichen Energie, nach Gleichung (237). Wir gelangen 
also auch vom Standpunkte dieses zweiten Bildes aus, wie 
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von dem des ersten Bildes dazu, aus der wirklichen Feldenergie 
der permanenten Magnete, wie aus einer potentiellen Energie, 
die zwischen ihnen wirkenden ponderomotorischen Kräfte ab- 
zuleiten. Ein Widerspruch zwischen den beiden Bildern be- 
steht hinsichtlich der ponderomotorischen Kräfte nicht, sondern 
die beiden Ausdrücke für die potentielle Energie ergeben die- 
selben ponderomotorischen Kräfte. 

Die Kräfte und Kräftepaare, welche zwischen zwei magne- 
tischen Schalen wirken, sind den Kräften und Kräftepaaren 
gleich, welche die beiden äquivalenten linearen, längs der 
Randkurve fließenden Ströme aufeinander ausüben. Jede 
Schale sucht sich so zu stellen, daß möglichst viele der von 
der anderen Schale entsandten Kraftlinien sie in positivem 
Sinne durchsetzen; als positiv ist dabei diejenige Richtung be- 
zeichnet, die sich der Richtung des fingierten Stromes durch 
die Amperesche Regel zuordnet; dies ist die Magnetisierungs- 
richtung der Schale. Das elektrodynamische Potential der 
beiden fingierten Ströme ist dem negativ genommenen Teile 
der magnetischen Energie gleich, der dem Produkte der beiden 
Stromstärken J^' J^^ proportional ist. Nach § 70, Gleichung 
{186e), ist dieses Potential 

(237 b) - ^i'-ff-^-^ • 

Dieser Ausdruck spielt für die Wechselwirkung der beiden 
Schalen die Rolle der potentiellen Energie. 

Für beliebige Verteilung der Magnetisierung hat man die 
Wechselwirkung der Magnete auf Grund des allgemeineren 
Energieausdruckes (184d) zu berechnen, d. h. aus einem Po- 
tentiale der Wechselwirkung 

(237 c) _ r„ = _ iJJ^ÄVi/, 

wobei die Integration über alle Kombinationen je zweier 
magnetisierter Volumelemente zu erstrecken ist und t^', ig' 
sich gemäß (234c) aus der Magnetisierung berechnen; man 
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kann auch schreiben 

(237 c) - T„ = -J'ß-^^' (curl »I, , curl 8»,). 

Dieser Ausdruck bildet das Gegenstück des Ausdrucke» 
(233 c) des ersten Bildes, der nach (232 c) übergeht in 



c^„.=//"'';^'*diva»,diTäR,. 



Beide Ausdrücke sind der Femwirkungsanschauiing an- 
gepaßt; der Ausdruck für U^ zeigt Femkräfte zwischen den 
QueUpunkten, der Ausdruck für T^ Femkräfte zwischen den 
Wirbelelementen der permanenten Magnetisierung an. Beide 
Ausdrücke lassen erkennen, daß für die Wechsel- 
wirkungen zweier permanenter Magnete das Gesetz 
der Gleichheit von actio und reactio gilt. Denn es 
hängt die Arbeit der wechselseitigen Kräfte bei der Verrückung 
immer nur von der Änderung der relativen Lage der magneti- 
sierten Volumelemente ab. Verschieben sich zwei Magnete^ 
ohne ihre relative Lage zu ändern, so ist die Summe der 
virtuellen Arbeiten Null. Es wirkt also im ganzen keine re- 
sultierende Kraft und kein Kräftepaar, d. h. die Kräfte und 
Kräftepaare, welche die beiden Magnete aufeinander ausüben,, 
kompensieren sich und sind daher entgegengesetzt gleich. 

§ 90. Die ponderomotorisohen Kräfte zwischen permanenten 

Magneten und elektrischen Strömen. 

Wir denken uns im Felde eine Anzahl permanenter 
Magnete und außerdem, räumlich von jenen getrennt, eine 
Anzahl elektrischer Ströme. Die Stromleiter sollen wie starre 
Körper beweglich sein. Außerhalb der Magnete soll die 
Permeabilität ^ durchweg gleich 1 sein, so daß außer der 
permanenten Magnetisierung der magnetisch harten Körper eine 
veränderliche Magnetisierung magnetisch weicher Körper nicht 
in Frage kommt. Die Wechselwirkungen der Magnete unter 
sich und der Ströme unter sich kennen wir jetzt. Welche 




§ 90 Zweites Kapitel. Die ferromagnetischen Körper. 397 

Kräfte übt nun aber ein Strom auf einen Magneten, und ein 
Magnet auf einen Strom aus? 

Was zunächst die Wirkung auf einen Magneten (M^) 
anbekngt, so können wir den Strom (J^) ersetzen durch den 
äquivalenten Magneten (M^), Denn dieser erzeugt ja überall 
die gleiche magnetische Induktion © wie der Strom; die 
Wirkung auf (üfg) ist aber durch © bestimmt, indem jeder 
Stromfaden des fingierten Stromsystemes (J^'), das (M^) er- 
setzt, möglichst viele Induktionslinien zu umschlingen sucht. 
Die Potentialfunktion der Wirkung, die J^ auf M^ ausübt, 
wird erhalten, indem man in (237 c) an Stelle der Dichte i/ 
des in (M^) zu fingierenden Stromes die Dichte i^ des in (J^) 
wirklich fließenden setzt; sie ist 






Anderseits können wir bezüglich der Gegenwirkung auf 
den Strom (Jj) den Magneten {M2) durch das äquivalente 
Stromsystem (J^) ersetzen, welches überall dasselbe © erzeugt. 
Denn durch das Feld © sind die Kräfte bestimmt, die auf 
(JJ wirken. Wir erhalten demnach das Potential der Wirkung^ 
die M^ auf J^ ausübt, indem wir in dem Ausdrucke des 
elektrodynamischen Potentials zweier Stromsysteme J^ und J^ 
an Stelle von J^ das System J^' setzen, welches dem Magneten 
M2 äquivalent ist. Dieses Potential ist 



1 r rdvidv^iii^ 

^ J J *'l2 



Aus der Änderung, welche das Potential der Wechsel- 
wirkung bei einer virtuellen Verrückung erfährt, berechnen 
sich die Kräfte; demnach folgt erstens: AufeinenMagneten 
übt ein Strom die gleichen Kräfte aus wie der äqui- 
valente Magnet. Zweitens: Auf einen Strom übt ein 
Magnet die gleichen Kräfte aus wie der äquivalente 
Strom. Drittens endlich folgt aus der Identität der Potential- 
ausdrücke für die Wirkung des Stromes auf den Magneten 
einerseits, die Wirkung des Magneten auf den Strom ander- 
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seits: Die Kräfte und Drehkräfte, welche ein Strom 
und ein Magnet aufeinander ausüben, erfüllen das Ge- 
setz von Wirkung und Gegenwirkung. Es kann daher 
ein aus einem Magnete und einem fest verbundenen Strome 
bestehendes System sich nicht selbst eine Beschleunigung er- 
teilen. 

Da nicht nur für die Wechselwirkung von Magneten 
untereinander und von Strömen untereinander das dritte 
Newtonsche Axiom gilt, sondern auch für die Wechselwirkung 
von Magneten und Strömen, so können wir schließen: von 
einem Magneten oder einem Strome werden auf einen 
Magneten die gleichen Kräfte ausgeübt wie auf den 
äquivalenten Strom. In der Tat, es üben, wie bewiesen, 
Magnet (M^) und äquivalenter Strom (J^) auf einen Magneten 
(iltfg) die gleichen Wirkungen aus. Diesen Wirkungen ent- 
gegengesetzt gleich sind die Gegenwirkungen, die auf den 
Magneten (-Mi) bzw. den äquivalenten Strom (J^) von dem 
Magneten (M^) ausgeübt werden. Die Kräfte und Drehkräfte, 
die (JS/g) auf (M^) und auf den äquivalenten Strom (Jj) aus- 
übt, sind daher untereinander gleich. Dasselbe gilt von den 
Kräften und Drehkräften, die ein Strom (Jg) auf (üfj) und 
den äquivalenten Strom (J^) ausübt. W^ir können also all- 
gemein den Satz aufstellen: die Kräfte, die an einem Mag- 
neten und einem äquivalenten Strome in einem be- 
liebigen magnetischen Felde im Äther angreifen, sind 
einander im Sinne der Mechanik starrer Körper äqui- 
valent. Wir sind demnach imstande, in jeder Hinsicht von 
den ponderomotorischen Kräften, welche permanente Magnete 
ausüben, und welche an ihnen angreifen, Rechenschaft zu geben, 
indem wir das System freier Strömungen, welches der re- 
manenten Magnetisienmg entspricht, durch wahre elektrische 
Ströme im Äther ersetzt denken. 

§ Ol. Eingeprägte magnetiBohe Kräfte. 

Wir dürfen uns nicht verhehlen, daß die Theorie des 
Ferromagnetismus noch große Schwierigkeiten bietet. Eine 
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vollkommene Theorie müßte es gestatten, die Funktions- 
beziehung, welche zwischen Induktion © und der Feldstärke § 
bzw. der Vorgeschichte des Feldes besteht, allgemein abzuleiten. 
Von einer solchen Theorie sind wir noch weit entfernt. 

Von 0. Heaviside ist eine Darstellung der Theorie der 
magnetischen Härte gegeben worden, welche auf der Annahme 
eingeprägter magnetischer Kräfte beruht. Ahnlich, wie man 
die elektrische Kraft @, welche in Leitern einen Strom erregt, 
in zwei Teilvektoren zerlegt, nämlich die im stationären Felde 
wirbelfreie Kraft @' und die eingeprägte elektrische Kraft @*, 
so setzt Heaviside: 

(238) » = ft§, § = §' + §'. 

Dabei soll die magnetische Induktion © quellenfrei sein: 

div « = 0. 

In permanenten Magneten, die nicht von elektrischen 
Strömen durchflössen werden, soll die „magnetostatische 
Kraft'' §* wirbelfrei sein: 

curl §' = 0. 

Bei dieser Formulierung ist es das Auftreten der „ein- 
geprägten magnetischen Kraft" §*', welches die magne- 
tisch harten Körper kennzeichnet. Das Problem der perma- 
nenten Magnetisierung würde dann darauf zurückgeführt sein, 
die Verteilung und die Eigenschaften dieses Vektors zu ermitteln. 

Diese Darstellungs weise ist neuerdings von ß. Gans be- 
fürwortet worden; er glaubt durch die Annahme, daß sowohl fi 
wie §* nahezu konstant sind, das Verhalten permanenter 
Magnete so weit beschreiben zu können, als die Hysteresis 
nicht in Frage kommt. Auf Grund dieser Annahme würden 
die Feldgleichungen für ferromagnetische Körper die Form 
annehmen: 

(238a) 7 8i= C"rl {^ " §1 -^«, 

(238b) _.j||=curl{«-e«}, 

(238 e) div (i§ = 0. 
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Die Vektoren 

sind eS; deren Tangentialkomponenten sich an der Grenzfläche 
zweier Körper — von vollkommenen Leitern abgesehen — 
stetig verhalten. Sie bestimmen den Poyntingschen Strahl- 
vektor (vgl. 226a) 

(238d) @ = i^[e'#'] == j^[e - ß^, # - #^, 

so daß die Stetigkeit des normalen Energiestromes^ durch die 
Trennungsfläche zweier Körper hindurch, gesichert ist. 

Wir stellen, ähnlich wie in § 87, aber jetzt unter 
Berücksichtigung der Arbeit der eingeprägten elektrischen 
Kräfte, die Energiegleichung auf: 



dU 



+ Tt--äi+^+<^'^'-ßf^n' 



dt 

und setzen rechts unter Anwendung des Gaußschen Satzes 
und der Formel (102a): 

-fdf^n = -JdvdiY @ --^fdv {«• curl #' - #' curl C} 

In dem letzten Ausdruck führen wir, an Stelle von 

curl ®* und curl ^*, 

die durch die Peldgleichungen (238 a, b) gegebenen Werte ein 
und trennen dann die von den elektrischen Vektoren ab- 
hängigen Größen von denjenigen, welche durch die magne- 
tischen Vektoren bestimmt sind; so ergeben sich die beiden 
Beziehungen 



du dÄ , ^ /*, /^. 6 dd , ^\ 



dt dt 



(2S8 .) f + «. =/..(#■, i >^) - i/,i. «■ f ■ 

Über die erste, elektrische Energiebeziehung hatten wir 
uns bereits in § 66 verbreitet, insbesondere über den durch 
die eingeprägten elektrischen Kräfte vermittelten chemischen 
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oder thermischen Energieumsatz. Die eingeprägten magneti- 
schen Kräfte bedingen keinen derartigen Energieumsatz — ab- 
gesehen von der durch Q^ ausgedrückten Hysteresiswärme — 
so daß ein als Arbeitsleistung dieser Kräfte zu deutendes 
Glied in (238 e) nicht einzuführen war. Wird diese, als Ver- 
allgemeinerung von (229) anzusprechende Gleichung auf 
reversible, d. h. von magnetischer Wärmeentwickelung Q^ 
freie Vorgänge angewandt, so bestimmt 

(238f) dT^l-Jdv^'d» 

die Änderung der magnetischen Energie. 

Sind nun wirklich für jedes Volumelement ft und ^* 
während des betreflfenden Vorganges unveränderliche Größen, 
so folgt aus (238) für die Energieänderung der Volumeinheit 

Diese Formel gilt auch außerhalb der permanenten Magnete, 
wo ^* gleich Null zu setzen ist. 

Für die Energiediflferenz des etwa aus zwei permanenten 
Magneten bestehenden Systemes in zwei verschiedenen Lagen 
folgt demnach 

(238g) T-T, =Jdv^^--fdv^^',. 

Da der wirbelfreie Vektor ^* es ist, der hier die mag- 
netische Energie bestimmt, so entspricht dieser Energie- 
ausdruck dem ersten Bilde (§ 88); er ist eine Verallgemeine- 
rung des Ausdruckes (233). Man kann hier die potentielle 
Energie der Wechselwirkung von Magneten auf die Formen 
bringen 

WO gesetzt ist: 

4:7CQ^ = div fi §• = — div (i§'. 

Abraham, Theorie der Elektrizitftt L .S. AoO. 26 
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Dem zweiten Bilde (§ 89) dagegen entspricht der Energie- 
ausdruck^ der aus der Gleichung 



dT ^ A«^«^§' 



abzuleiten ist. Dieser Wert der Energieänderung erweist sich 
als identisch mit (238 f)^ wenn man beachtet^ daß das Volum- 
integral des skalaren Produktes aus dem quellenfreien Vektor 
ö und dem wirbelfreien Vektor §* gleich Null ist: 



/ 



Mit Rücksicht auf (238) folgt nun für die Energieänderong 
der Yolumeinheit 

und es wird die Energiedifferenz zweier Konfigurationen des 
magnetischen Systemes 

(238h) T - T, = -/^^ »' +/^^ «;•, 

diese Formel ist als Verallgemeinerung von (237) zu be- 
zeichnen. Entsprechend wie im § 89 ^ fassen wir diesen Aus- 
druck für die potentielle Energie der Wechselwirkung perma- 
nenter Magnete als elektrodynamisches Potential eines fingierten 
Stromsystemes auf, von der magnetischen Energie: 

Dabei ist die fingierte Stromdichte bestimmt durch 

Wird ft = 1 gesetzt; d. h. der GrenzfaU eines zur Sättigung 
magnetisierten Stahlstückes ins Auge gefaßt, so geht die so- 
eben skizzierte Auffassung in die oben, in den §§ 88 — 90, dar- 
gelegte über; dabei wird ^* mit der dort mit ^ bezeichneten^ 
wirbelfreien Feldstärke identisch, während §* mit dem dort 
als konstant angenonmienen Vektor Aüt SR zusammenfällt (vgL 
232a, 238). 
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Aber auch die in diesem Paragraphen gegebene Formu- 
lierung der Feldgleichungen für ferromagnetische Körper kann 
nicht allgemeingültig sein. Denn indem man 8 mit ^ durch 
die Beziehung (238) verknüpft — sei es^ daß man [i konstant 
oder als Funktion von $ oder $' betrachtet — schließt man 
die Erscheinungen der flysteresis aus, die doch für das Zu- 
standekommen des permanenten Magnetismus so wesentlich sind. 



Drittes Kapitel. 
Elektrodynamik bewegter Körper. 

§ 92. Induktion durch Bewegung zweier Stromringe. 

Im vorigen Abschnitte haben wir ausschließlich das elektro- 
magnetische Feld in ruhenden Körpern behandelt. Eine Be- 
wegung der Körper haben wir nicht in Betracht gezogen. 
Wir gehen nunmehr dazu über, die elektromagnetischen Er- 
scheinungen in bewegten Körpern zu erörtern, wenigstens 
so weit, als sie sich in die Maxwell-Hertzsche Theorie ein- 
ordnen lassen. 

Wir knüpfen zunächst an die im § 69 behandelte Aufgabe 
an, die Induktionswirkungen in einem aus zwei Stromringen 
bestehenden Systeme zu ermitteln. Wir fanden für den 
Induktionsfluß durch eine vom ersten Ringe umschlungene Fläche: 

xmd für den vom zweiten Ringe umschlungenen Induktionsfluß: 

Wir leiteten aus dem Faradayschen Induktionsgesetze die 

induzierten elektromotorischen Kräfte ab; dabei beschränkten 

wir die Betrachtung auf diejenigen elektromotorischen Kräfte, 

die in ruhenden, starren Stromringen durch Änderungen der 

Stromstärken mduziert werden. Änderungen der relativen 

Lage und der Form der Stromringe zogen wir nicht in Betracht. 

26* 
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Das Faradaysche Induktionsgesetz gilt nun aber 
auch für bewegte Stromkreise. Es setzt allgemein 
die induzierte elektromotorische Kraft der zeitlichen 
Abnahme der Zahl der umschlungenen Induktions- 
linien proportional. Auf Grund dieses durch die Erfahrung 
bestätigten Gesetzes erhalten wir für die induzierten elektro- 
motorischen Kräfte die Ausdrücke 

(239) E[ j,§-^ (L, Ji) - i, l {L,M, 

(239a) E', = -^. at (^»«^i) -i Ä ^■^*«'^»)- 

Es entstehen somit induzierte elektromotorische £j*äfte nicht 
nur durch Änderungen der Stromstärken J^, J^y sondern auch 
durch Änderungen der Koeffizienten der gegenseitigen Induktion 
und der Selbstinduktion. Durch Bewegung starrer Stromleiter 
wird allerdings nur L^^ geändert; hat man es aber etwa mit 
biegsamen stromführenden Bändern zu tun, so hat man auch 
die Veränderlichkeit der Selbstinduktionskoeffizienten zu be- 
achten. 

Nun muß in jedem der beiden Stromkreise die Summe 
der induzierten und der um das Produkt aus Stromstärke und 
Widerstand verminderten eingeprägten elektromotorischen Kraft 
gleich Null sein. Hieraus ergeben sich die Gleichungen 

(239b) £J = Jiii. + i., |j(Lu«^i) + Y*Tt (^1^«^«)' 

(239c) E^, = J,B, + i, ^^{L,,J,) + j, }- (L^J,). 

Dies sind dieselben Gleichungen, die wir in § 70 durch An- 
wendung der Lagrangeschen Gleichungen auf unser als Bizjkel 
betrachtetes System gewonnen haben (186 d). Die dort ent- 
wickelte Auffassung, welche die Stromstärken als zyklische 
Geschwindigkeiten, die durch c geteilten Induktionsflüsse als 
zyklische Momente deutet, ergibt auch für die Induktion durch 
Bewegung mit der Erfahrung übereinstimmende Resultate. 
Natürlich gilt dies nur für quasistationäre Strömung. Außer- 
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dem aber ist der Gültigkeitsbereich der Gleichungen auf hin- 
reichend langsame Bewegung der Stromringe zu beschränken. 
Das geht aus dem mechanischen Bilde des § 70 hervor, welches 
die Lage und die Form der Stromringe durch gewisse Para- 
meter bestimmt und von diesen Parametern voraussetzt, daß 
sie sich mit der Zeit langsam ändern. Wir werden hier als 
langsam eine Bewegung zu bezeichnen haben, deren Ge- 
schwindigkeit klein gegen die Geschwindigkeit c ist, mit der 
die elektromagnetischen Störungen sich fortpflanzen. 

Für solche langsame Bewegungen ist nun die Arbeit der 
ponderomotorischen Kräfte leicht anzugeben. Wir haben im 
§ 70 gesehen, daß diese Kräfte für ruhende Leiter sich be- 
rechnen aus der Zunahme der magnetischen Energie, indem die 
negative magnetische Energie die Rolle des elektrodynamischen 
Potentiales spielt. Es ist aber wohl zu beachten, daß diejenige 
Zunahme der magnetischen Energie in Rechnung zu setzen ist, 
die stattfindet, wenn die Stromstärken konstant gehalten werden. 
Es ist die Arbeit der elektrodynamischen Kräfte bei einer 
virtuellen Verrückung oder Formänderung der linearen Leiter 

Bei hinreichend langsamer Bewegung, d. h. solange die 
Geschwindigkeit der Bewegung nicht merklich das magnetische 
Feld und die Feldenergie beeinflußt, werden die elektro- 
dynamischen Kräfte die gleichen sein, die iu der jeweils ein- 
genommenen Lage auf den ruhenden Leiter wirken würden. 
Die Arbeit, welche diese Kräfte bei einer solchen Bewegung 
leisten, wird dann 

Werden die Stromstärken wirklich konstant gehalten, so 
ist diese Arbeitsleistung der Zunahme der Feldenergie gleich. 
Andern sich aber bei der wirklichen Bewegung die Strom- 
stärken, so gilt für die Zunahme der durch (185) bestimmten 
Feldenergie der allgemeinere Ausdruck: 
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(dT 1 f 7 r dJ. , 1 TidL,, , T T <*«^« . TT d^i 



(239 e) 



.TT <*At irr ^•^« 4_ ^ TiihiX. 



Die Summe aus der pro Sekunde von den elektrodyna- 
mischen Kräften geleisteten Arbeit (239 d) und aus der Zu- 
nahme der Energie (239 e) ist 

dA dT 1 f jd(L,,J,) j d(L,,J,) j d(L,,J,) j d{L^^J^) \ 
Nach (239, 239 a) wird dieses 

Die Summe aus Arbeit der elektrodynamischen Kräfte und 
der Zunahme der Feldenergie ist also gleich der negativen 
Arbeit der induzierten elektromotorischen Kräfte. Wir können 
statt der letzteren Kiäfte die Differenzen der eingeprägten 
Kräfte imd der Produkte aus Stromstärke und Widerstand 
setzen (vgl. 239b, c). Dann wird 

(239g) ^ + '^^^ = J,E,' + J,E,' - J.'B, - J,*B,. 

Die von den eingeprägten elektromotorischen 
Kräften chemischen oder thermischen Ursprungs ge- 
leistete Arbeit liefert, soweit sie nicht als Joulesche 
Wärme in dem Leiter verzehrt wird, diejenige Energie, 
welche erforderlich ist, um gleichzeitig die mecha- 
nische Arbeit (239d) zu leisten und die magnetische 
Energie um den Betrag (239e) zu vermehren. Damit 
ist der Nachweis geführt, daß das Energieprinzip von den 
angenommenen elektromotorischen und ponderomotorischen 
Kräften erfüllt ist. Das kann nicht wundernehmen, da ja 
diese Kräfte aus den Lagrangeschen Gleichungen sich ableiten 
ließen, und die Energiegleichuug für aUe diejenigen Systeme 
gilt, welche den Lagrangeschen Gleichungen genügen. 

Wir denken uns beispielsweise zwei starre Stromkreise 
in parallelen Ebenen einander gegenübergestellt und in gleichem 
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Sinne von Strömen durchflössen. Bei einer Annäherung der 
Stromringe leisten die anziehenden elektrodynamischen Kräfte 
Arbeit^ imd gleichzeitig nimmt die magnetische Feldenergie zu. 
Die infolge der Bewegung induzierten elektromotorischen Eräfbe 
wirken in einem der Richtung des betreflfenden Stromes ent- 
gegengesetzten Sinne. Um die Stromstärken konstant zu 
halten, müßten somit die eingeprägten elektromotorischen 
Kräfte verstärkt werden; dieselben würden dann eine ent- 
sprechende Arbeit über das zur Lieferung der Jouleschen 
Wärme erforderliche Maß hinaus leisten. Diese Arbeit würde 
zum Teil in ponderomotorische Arbeit, zum Teil in magnetische 
Energie verwandelt werden. In Wirklichkeit sind indessen 
die eingeprägten Kräfte konstant, nicht die Stromstärken. Die 
Stromstärken werden also durch die induzierte elektromotori- 
sche Ej*aft zeitweise geschwächt, wodurch der Vorgang sich 
kompliziert. 

Wir sehen, daß die durch Bewegung induzierten elektro- 
motorischen Kräfte und die ponderomotorischen Kräfte in 
enger Beziehung zueinander stehen. Dieser durch das Energie- 
prinzip vermittelte Zusammenhang besteht selbstverständlich 
auch in allgemeineren Fällen. Die verschiedenen Theorien der 
Elektrodynamik bewegter Körper können, wenn sie bezüglich 
der durch Bewegung erregten Felder sich unterscheiden, nicht 
umhin, auch für die ponderomotorischen Kräfte verschiedene 
Annahmen zu machen. Wir kommen auf diesen Punkt weiter 
unten zurück. Von den in diesem Paragraphen dargelegten 
Wechselwirkungen zweier bewegter Stromringe, die in dem 
angegebenen Gültigkeitsbereiche von der Erfahrung durchweg 
bestätigt werden, müssen alle Theorien Rechenschaft geben, 
auch wenn sie sonst voneinander abweichen mögen. 

§ 93. Die Magnetinduktion. 

Wir gehen jetzt zur Behandlung des Falles über, wo 
durch einen linearen Leiter ein permanenter Magnet Induktions- 
linien hindurchsendet. Auch hier setzt das Faradaysche Induk- 
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tionsgesetz die induzierte elektromotorische Kraft der zeitlichen 
Abnahme des umschlungenen Induktionsflusses proportional. 
Wir wollen, um den Vergleich zwischen den Entwickelungen 
dieses Paragraphen und denen des vorigen zu erleichtem, als 
Magneten eine magnetische Schale wählen; ihr magnetisches 
Moment nehmen wir, entsprechend der Auffassung der §§ 88 
bis 90, als konstant an. Wir bezeichnen mit J^ die Strom- 
stärke des längs der Umfangslinie zu fingierenden Stromes^ 
welcher der Schale äquivalent ist (vgl. § 89). Der gesamte 
Induktionsfluß durch eine vom Strome J^ umrandete Fläche 
hindurch ist dann 

aus dem Induktionsgesetz folgt daher als induzierte elektro- 
motorische Kraft im Stromringe 

(240) ^,'=-^.Ji'^-i-^^(4.J,). 

In der Tat, die fingierte Stromstärke J^ des den Magneten 
ersetzenden Stromes ist konstant, weil durch die permanente 
Magnetisierung bestimmt. Eine Induktion kann daher nur 
durch Lagenänderung des Magneten oder des Stromes eintreten. 
Dazu tritt dann die im zweiten Gliede enthaltene Selbst- 
induktion, herrührend von Stromschwankungen im Stromringe 
selber oder von Formänderung desselben. 

Was nun die ponderomotorischen Kräfte anbelangt, so 
sind diese ohne weiteres anzugeben. Wissen wir doch aus 
den Entwickelungen des § 90, daß die m^netische Schale hin- 
sichtlich der ausgeübten ponderomotorischen Kräfte sowohl wie 
hinsichtlich derjenigen Kräfte, die sie erleidet, dem linearen 
Strome J^ im Sinne der Mechanik starrer Körper äquivalent 
ist. Wir erhalten demnach die Arbeit, welche die pondero- 
motorischen Kräfte bei einer langsamen Bewegung des Stromes 
bzw. des starren Magneten leisten, indem wir in (239 d) an 
Stelle von J^ jetzt J^ setzen. Dabei ist zu beachten, daß L^^y 
die Größe, welche dem Selbstinduktionskoeffizienten des äqui- 
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valenten Stromes entsprechen würde, für den Magneten als 
starren Körper konstant ist. Es ist demnach 

(240a) ^^_i.J,{j;.^ + A/,^>) 

die Arbeitsleistung der ponderomotorischen Kräfte, die zwischen 
dem Magneten und dem Strome wirksam sind. 

Wir müssen nun, um das Energieprinzip auch für die 
Magnetinduktion als gültig nachzuweisen, die Feldenergie des 
Systemes bestimmen, das von dem Strome und dem Magnete 
gebildet wird. Wir haben zwar die Energie eines nur aus 
elektrischen Strömen oder nur aus Magneten bestehenden 
Systemes berechnet. Aber gerade die hier vorliegende Auf- 
gabe haben wir bisher noch nicht gelöst. 

Wir knüpfen, um ihre Lösung zu ermitteln, am besten 
an die Entwickelungen des § 88 an. Wir fanden dort für 
die Änderung der Energiedichte im Innern eines magnetisch 
harten Körpers 

Derselbe Ausdruck gilt in dem umgebenden Räume und 
auch in dem Stromleiter, wenn die Permeabilität daselbst 
gleich 1 ist. Wir wollen dies annehmen. Dann gilt auch 
hier die Gleichung (233), welche die Feldenergie T bis auf 
eine Konstante bestimmt; wir setzen 

(240b) T -f^ ^' + const. 

Das Feld ^ ist im Magneten wirbelfrei (Gl. 230), im 
Stromleiter ist es quellenfrei, da fi = 1 und div 8 = ist. 
Im übrigen Teile des Feldes ist es sowohl quellenfrei wie 
wirbelfrei. Wir können es daher in der im § 30 dargelegten 
Weise in ein wirbelfreies Feld ^' und ein quellenfreies Feld 
^^' zerlegen; $' ist das vom Magneten allein, ^" das vom 
Strome allein erregte Feld; durch Superposition dieser beiden 
Felder entsteht das wirkliche Feld; aus den Entwickelungen 
des § 30 geht nun hervor, daß allgemein 
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/?.*'-/ij»^+/?.»"* 



gilt. Es folgt daher 

(240 c) T^r+r\ 

wo T' die konstante Energie des Magneten allein^ bei Ab- 
wesenheit des StromeS; ist^ während 



r'=/fir'=3i.i„^, 



2 
8 



die Feldenergie des Stromes im leeren Räume ist. Es super- 
ponieren sich demnach die Energien des permanenten 
Magneten und des Stromes. Bleibt der Stromring 
nach Form und Stromstärke ungeändert, so ist die 
Feldenergie von der Lage des Magneten und des 
Stromes unabhängig. 

Wir wollen jetzt prüfen, ob diese Konsequenz der Theorie 
permanenter Magnete mit dem Energieprinzip in Übereinstim- 
mung ist. Wir erhalten für die zeitliche Änderung der Peld- 
energie, da ja die Energie des Magneten konstant ist: 

(240d) '.f = e.(V.^' + ^^.*-i^^l- 

Addiert man hierzu die Arbeit der ponderomotorischen Kräfte 
(240 a), so erhält man 

(240 e) '4 + '^- i J. I J^ '^ + i iV.) ] • 

Berücksichtigt man den Ausdruck (240) für die induzierte 
elektromotorische Kraft der Magnetinduktion, so folgt: 

(240f) ^,^ + ^ = -J,£,'; 

die Summe aus Arbeit der ponderomotorischen Kräfte und Zu- 
nahme der magnetischen Feldenergie ist demnach gleich der 
negativen Arbeit der im Stromringe induzierten Kraft. Dieses 
Resultat entspricht dem im vorigen Paragraphen für zwei 
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Stromringe erhaltenen. Da die negative induzierte elektro- 
motorische Kraft 

— E^ =* E^ — «/g J?2 

ist; SO können wir (240f) auch schreiben: 

(240g) ^ + ^^ = J.Z,'-J,«iJ.. 

Die Arbeit der eingeprägten elektromotorischen 
Kräfte im Stromringe wird demnach^ soweit sie nicht 
als Joulesche Wärme verzehrt wird, in mechanische 
Arbeit (240a) umgewandelt, bzw. zur Steigerung der 
magnetischen Feldenergie verwandt. Ein von der re- 
lativen Lage des Magneten und des Stromes abhängiger Energie- 
anteil ist dabei nicht angenommen worden. Dennoch genügen 
die vorausgesetzten elektromotorischen Kräfte der Magnet- 
induktion dem Energieprinzip. 

Den Entwickelungen dieses Paragraphen liegt, ebenso wie 
denen des vorigen, die Annahme zugrunde, daß die Bewegungen 
des Stromes bzw. des Magneten hinreichend langsam erfolgen. 
Anderenfalls wäre es nicht erlaubt, die Feldenergie der Energie 
des in der betreffenden Konfiguration ruhend verharrenden 
Systemes gleichzusetzen, und die ponderomotorischen Kräfte 
einfach mit denjenigen zu identifizieren, welche Magnet und 
Strom, wenn unbeweglich, aufeinander ausüben würden. Indem 
wir die Annahme langsamer Bewegung zugrunde legten, haben 
wir stillschweigend das Gesetz der Gleichheit von Wirkung 
und Gegenwirkung eingeführt, das ja für ruhende Ströme 
und Magnete allgemein bewiesen worden ist (§ 90). Auch 
haben wir die ponderomotorischen, und ebenso die durch das 
Energieprinzip mit ihnen verknüpften elektromotorischen Kräfte 
nur von der relativen Lage der Körper abhängig gemacht. 
Bei allen in den Gültigkeitsbereich der beiden ersten Para- 
graphen dieses Kapitels fallenden Vorgängen gilt mithin das 
sogenannte Relativitätsprinzip: es hängen die Vorgänge 
nur von der relativen Bewegung der materiellen Körper ab, 
eine hinzugefügte gleichförmige Translation oder Rotation des 
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ganzen Systemes ändert weder die ponderomotorischen noch 
die elektromotorischen Kräfte, welche in dem System wirk- 
sam sind. 

§ 94. Die zweite Hauptgleichung für bewegte Körper. 

Wir haben bisher das Induktionsgesetz nur auf bewegte 
lineare Leiter angewandt. Nun führt das Induktionsgesetz, 
auf ruhende Flächenelemente angewandt, zur zweiten Haupt- 
gleichung der Maxwellschen Theorie (vgl. § 65). Indem wir 
das Induktionsgesetz auf bewegte Flächen bzw. Kurven über- 
tragen, und sodann zu unendlich kleinen Gebietsteilen über- 
gehen, gelangen wir dazu, die zweite Hauptgleichung für be- 
wegte Körper aufzustellen. 

Wir denken uns in einem beliebig bewegten Körpersystem 
zur Zeit t eine Fläche f. Die materiellen Punkte dieser Fläche 
werden zur Zeit t -\- dt infolge der Bewegung in andere Lagen 
gelangt sein, die von diesen materiellen Punkten gebildete Fläche 
f wird dabei gewisse Deformationen erfahren haben. Wir be- 
stimmen den Induktionsfluß durch f einmal zur Zeit ^, sodann 
zur Zeit t -\- dt Das verallgemeinerte Induktionsgesetz 
besagt nun: Die zeitliche Abnahme des Induktions- 
flusses, geteilt durch c, ist auch für die bewegte Fläche 
gleich dem Linienintegrale der induzierten elektro- 
motorischen Kraft, erstreckt über die Randkurve der 
Fläche: 

(241) E^^fiS^d^^-^-^fdffö^. 

Für die zeitliche Änderung des Flächenintegrales eines 
Vektors, erstreckt über eine bewegte Fläche, hatten wir bereits 
in § 34 allgemeine Formeln abgeleitet. Die Gleichung (122) 
jenes Paragraphen ergibt 

d 



dt 



fdf^n -fdf[ji + ^^rl [«^] + ^ div »)^, 



wo ü die Geschwindigkeit der Punkte der Fläche bezeichnet; 
sie gilt für eine ganz beliebige, stetige Bewegung des Körpers 
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und ist keineswegs etwa auf starre Körper beschränkt. Formen 
wir nun die linke Seite von (241) mit Hilfe des Stokesschen 
Satzes um und berücksichtigen, ebenso wie bei den ent- 
sprechenden Entwickelungen des § 65, daß die resultierende 
Feldstärke 6 sich additiv zusammensetzt aus der eingeprägten 
elektrischen Kraft 6*, der wirbelfreien Feldstärke 6* und der 
induzierten Kraft (Sf, so erhalten wir 

(241 a) Ji/^curl J « - ß^ } = - -M^rf/- j 1?^ 

und, durch Übergang zu Flächenelementen 

(241b) curl {g _ g^} = - -i j|? + curl [OH] + ü div « j. 

Diese Formulierung der zweiten Hauptgleichung 
für einen bewegten Körper entspricht der von Heinrich 
Hertz entworfenen Theorie, die in seiner Abhandlung 
„Über die Grundgleichungen der Elektrodynamik für bewegte 
Körper" enthalten ist (Ges. Werke H, S. 256). Hertz operiert 
dort mit der Annahme von wahrem Magnetismus. Wir wollen, 
der hier vertretenen Auffassung getreu, solchen ausschließen 
und daher div ö durchweg gleich Null setzen. Dann lautet 
die zweite Hauptgleichung: 

(242) curl {g _ g*} =. - i- j^ + curl[»ti] j. 

Das erste Glied der rechten Seite zeigt die Änderung des 
Vektors © an, die auch in dem ruhenden Körper stattfinden 
würde, während das zweite Glied von der infolge der Bewegung 
hinzukommenden Änderung des Induktionsflusses herrührt. 

Wir wollen, um die Bedeutung dieses zweiten Gliedes zu 
erkennen, den Fall ins Auge fassen, daß ein Körper sich in 
einem konstanten, etwa von einem ruhenden Magneten oder 
von einem ruhenden, stationären elektrischen Strome erzeugten 
magnetischen Felde bewegt. Dann wird 

(242a) curl (&' - curl {« - 6^} curl[»ti]. 
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Das Linienintegral der durch Bewegang induzierten elektro- 
motorischen Kraft ist daher 

(242b) JE* = r» d§^- y A»^] ^^y 

für eine beliebige^ aus materiellen Punkten des Körpers ge- 
bildete Kurve 8. Auf Ghund der Bechnungsregel (31) können 
wir die rechte Seite auf die Form bringen: 

(242c) J? = -yr»[lidl]. 

Das äußere Produkt \pdSi] stellt das Parallelogramm dar, 
welches von dem Linienelemente rf§ des Körpers bei seiner 
Bewegung beschrieben wird; mithin gibt das innere Produkt 
aus S und jenem Vektor die Zahl der von dem Linienelemente 
d% bei seiner Bewegung in der Zeiteinheit durchschnittenen 
Induktionslinien an^ d. h. den Induktionsfluß durch jenes Paral- 
lelogramm; denkt man sich den Umfang des Parallelogramms 
in dem durch die Reihenfolge der Vektoren H^ (21 im Vektor- 
produkte festgelegten Sinne von einem elektrischen Strome 
durchflössen; so ordnet der Induktionsfluß S [tie2§] sich diesem 
Umlaufssinn als positiv zu. Die von einem Stromfaden I 
umrandete Fläche, deren Elemente mit einem Umlaufssinne 
zu versehen sind, erhält durch die Bewegung eines jeden 
Elementes des Stromfadens den Zuwachs [Hdi]. Der dabei 
stattfindende Zuwachs des Induktionsflusses beträgt im ganzen 



ß 



so daß der Ausdruck (242 c) für das längs des Fadens ge- 
nommene Integral der induzierten elektromotorischen Kraft 
denselben Wert ergibt wie die Ausgangsgleichung (241). ^ 
Aus (242 a) geht hervor, daß die Wirbel der durch Be- 
wegung induzierten Kraft 6* mit den Wirbeln des Vektors 

-T[e»«]=|[»e] 

Übereinstimmen. Dadurch ist der Vektor 6* selbst noch nicht 
eindeutig bestimmt, da er neben den Wirbeln auch Quellen 
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besitzen kann. Jedenfalls aber ist die geometrische Differenz 
der Vektoren 

«< und -i- [n»] 

wirbelfrei, so daß 

(242d) «»^-CiiÄi-va^ 

zu setzen ist. 

Der hier noch unbestimmt gelassene^ als negativer Gfradient 
des Skalars $ sich darstellende Bestandteil kommt indessen nicht 
in Betracht^ wenn es sieh nur um die Bestimmung des Linien- 
integrals der induzierten Kraft handelt. Da meist das Ent- 
stehen induzierter elektrischer Kräfte bei Bewegung im Mag- 
netfelde durch Messung des in einer geschlossenen Leitung 
hervorgerufenen Stromes festgestellt wird, so kommt es meist 
nur auf die Kenntnis jenes Linienintegrals an. Dieses ist 
durch die Wirbel von 6* bestimmt, die mit den Wirbeln von 

— [HA] identisch sind. 

Wir haben bisher die Geschwindigkeit der Punkte des 
Körpers im Magnetfeld als stetig verteilt angenommen. Wir 
gehen jetzt zu dem Grenzfalle über, wo die Geschwindigkeit H 
räumliche Unstetigkeiten aufweist. Wir betrachten zwei 
Körper, die längs ihrer Trennungsfläche aneinander vorbei- 
gleiten. An einer solchen Gleitfläche wird im allgemeinen 
ein Flächenwirbel des Vektors [ti8] auftreten. Der aUgemeine 
Ausdruck des Plächenwirbels (104) ergibt hier 

[n, [i.»]i-J[tt»],], 

WO der Einheitsvektor n in diejenige Normale n der Gleitfläche 
fällt, die von der durch (2) gekennzeichneten Seite nach der 
durch (1) angezeigten weist. 
Nach der Regel (32) ist 

[n[ti»]] - n (n») - »(nü) = ti»„ - »n«. 

Da nun 8„ stetig die Trennungsfläche durchsetzt — wahrer 
Magnetismus ist ja ausgeschlossen worden — und Unstetig- 
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keiten von tl„ ebenfalls nicht angenommen werden ; so ist die 
DiflFerenz der auf den beiden Seiten der Gleitfläche geltenden 
Werte 

(242 e) »^(ö^_t,,)_ö„(»^_»,). 

Dies ist also der allgemeine Ausdruck des F]Ächenwirbels 
von [ü 8]. Führen wir ein kartesisches Achsenkreuz ein, dessen 
ir-Achse in dem betreffenden Punkte der Fläche in die Nor- 
malenrichtung n fällt, so sind die Komponenten des Flächen- 
wirbels parallel der y- Achse und der ;8r- Achse: 



(242 f) 



Die Komponente parallel der a;- Achse ist selbstverständlich Null. 
Besitzen die Oberflächen der beiden Körper, die an- 
einander entlang gleiten, nicht neben der tangentiellen Ge- 
schwindigkeit der Gleitbewegung eine gemeinsame normale 
Geschwindigkeit ö^, so vereinfacht sich Gleichung (242 e) noch. 
Es ist dann der Flächenwirbel von ®*, der durch Division 
durch c erhalten wird: 

(243) [n, m - ei> i (tt, - tt,) «„, 

oder, in kartesischer Schreibweise 

-(«i.-eO^TCöi.-O»., 



(243a) 



+(ei;-eg=:^(tt,.-i»j»„. 



Die durch Bewegung induzierte elektromotorische 
Kraft hat an Gleitflächen einen Flächenwirbel, der 
dem Produkte aus dem Geschwindigkeitssprung und 
der normalen Komponente von ö, geteilt durch c, 
gleich ist (falls ll„ = ist). 

Wir haben die zweite Hauptgleichung bisher nur auf den 
Fall angewandt, daß der Magnet bzw. der elektrische Strom, 
welche das magnetische Feld erzeugen, in Ruhe sind; in 
Körpern, die sich mit der Geschwindigkeit H bewegen, treten 



% 
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dann die angegebenen induzierten elektrischen Kräfte auf. 
Wie liegt nun die Sache, wenn der Magnet bzw. der Strom, 
Ton denen das Feld erregt wird, ihrerseits in Bewegung be- 
grififen sind? Wir haben bereits in den beiden letzten Para- 
^aphen gesehen, daß man von den Erfahrungen über Induk- 
tion durch Bewegung Rechenschaft geben kann, wenn man 
annimmt, daß der Magnet bzw. der Strom bei ihrer Bewegung 
das Feld einfach mitführen; freilich ist zu betonen, daß diese 
Erfahrungen sich auf „langsame Bewegungen^' beschränken, 
d. h. auf Bewegungen, deren Geschwindigkeit klein gegen die 
Lichtgeschwindigkeit ist. In einem Körper, der relativ zum 
Magneten ruht, tritt eine induzierte elektrische Kraft nicht 
auf; es behält der Vektor ö auch bei der Bewegung an jedem 
Punkte des Körpers seinen Wert. Induzierte Kräfte treten 
nur dann auf, wenn der Körper relativ zum Magneten sich 
bewegt. Der Wirbel der induzierten elektrischen 
Kraft wird auch jetzt durch (242a) gegeben, wobei ö, 
die Geschwindigkeit der materiellen Punkte des be- 
wegten Körpers, jetzt auf ein mit dem Magneten 
starr verbundenes Bezugssystem zu beziehen ist. Es 
kommt demnach nur die Relativgeschwindigkeit der materiellen 
Körper für die Induktionserscheinungen in Betracht. In einem 
Systeme, das als Ganzes genommen in translatorischer oder 
rotatorischer Bewegung begriffen ist, verlaufen die Induktions- 
vorgänge wie in einem ruhenden Systeme. 

Daß diese Auffassung in einem gewissen Gebiete den 
Erfahrungen entspricht, erkennt man schon daraus, daß unsere 
Erfahrungen eigentlich in einem bewegten Systeme, nämlich 
an der Erdoberfläche, gewonnen sind. Dennoch ließ sich die 
Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen entwickeln, 
ohne von der Erdbewegung zu reden. Aus den elektro- 
magnetischen Wechselwirkungen von Körpern, die sich mit 
der Erde bewegen, ist demgemäß ein Anhaltspunkt für die 
Bestimmung der Geschwindigkeit der Erdbewegung nicht zu 
gewinnen. Hieraus folgt, daß für Geschwindigkeiten von der 
Größenordnung der Geschwindigkeit der Bewegung der Erde 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. 3. AnfL 27 
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um die Sonne^ d. h. für 

c '^ ' 

das Relativitätsprinzip auch für die elektromagnetischen Er- 
scheinuDgen noch gilt; solche Bewegungen sind noch als 
^^langsame Bewegungen'^ in dem hier gebrauchten Sinne zu 
betrachten. 

Die Hertzsche Elektrodynamik bewegter Körper legt 
überhaupt allgemein das Prinzip der Relativität zugrunde^ 
d. h. sie macht die elektromagnetischen Wechselwirkungen 
durchweg nur von der relativen Bewegung der aufeinander 
wirkenden Körper abhängig. Wie wir weiter unten sehen 
werden^ lassen sich keineswegs alle Tatsachen mit der Hertz- 
sehen Elektrodynamik vereinbaren. Bei den hier betrachteten 
Induktionserscheinungen aber bewährt sie sich; wir wollen 
ihre Konsequenzen daher noch an einem konkreten Falle 
genauer erörtern, nämlich an den Vorzügen der unipolaren 
Induktion. 

§ 95. Unipolare Induktion. 

Als unipolare Induktion bezeichnet man das Auftreten 
induzierter elektrischer Kräfte infolge der Rotation eines 
zylindrischen permanenten Magneten um seine Achse. Mit dem 
elektrisch leitenden Körper des Magneten ist eine ruhende 
Drahtschlinge elektrisch verbunden; das eine Ende derselben 
gleitet auf der zylindrischen Mantelfläche, das andere befindet 
sich auf der Polfläche des Magneten, und zwar meistens in der 
Rotationsachse. Der Magnet mag etwa symmetrisch zur 
Rotationsachse magnetisiert sein derart, daß die Vektoren Sit 
und f8 in die Meridianebene fallen. 

In dem Leitungskreise, der durch den Magneten und die 
Drahtschlinge gebildet wird, tritt nun infolge der Bewegung 
des Magneten eine induzierte elektromotorische Kraft auf, die 
bei fortdauernder Bewegung einen stationären Strom erzeugt. 
Die induzierte Kraft macht sich natürlich nur dann bemerkbar,, 
wenn die Drahtschlinge nicht mit dem Magneten rotiert. 
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Würde sie mit ihm rotieren, also relativ zum Magneten ruhen, 
so würde ein Strom nicht entstehen. Dem Prinzipe der 
Relativität gemäß ist es für das Zustandekommen des Stromes 
gleichgültig, ob die Drahtschlinge ruht und der Magnet rotiert, 
oder ob der Magnet ruht und die Drahtschlinge in der ent- 
gegengesetzten Richtung rotiert. Es genügt daher, den ersten 
Fall genauer zu verfolgen. 

Ist tt die Winkelgeschwindigkeit des Magneten, u ihr 
Betrag, r der Abstand von der Rotationsachse, so ist 

I H j = wr 

die Geschwindigkeit, mit der die Punkte des Magneten in 
Kreisen um die Rotationsachse sich bewegen. Der Vektor [HB] 
liegt in der Meridianebene; seine Komponente senkrecht zur 
Rotationsachse ist 

wenn 8^ die Komponente von 8 parallel der Drehachse ist; 
in der Achse selbst verschwindet jener Vektor. 

Wir bezeichnen mit Ä und B die Endpunkte der Draht- 
schlinge. Ä mag sich auf der Mantelfläche, B auf dem Durch- 
schnittspunkte der Polfläche des Magneten mit der Rotations- 
achse befinden. Fällt man von Ä das Lot auf die Achse, das 
diese im Punkte C triflFk, so ist ABCA ein geschlossener Weg. 
Für diesen geschlossenen Weg, der zum Teil {AB) in dem 
Drahte, zum Teil (BC, CA) im Magneten verläuft, berechnen 
wir das Linienintegral der induzierten elektrischen Kraft aus 
der Gleichung (242b) des vorigen Paragraphen; dasselbe ist: 

Die Beiträge, welche die Drahtschlinge und die Magnet- 
achse zu dem Integrale liefern, sind Null, weil auf beiden H 
gleich Null ist. Es liefert nur die zur Achse senkrechte Strecke 
CA einen Beitrag; ist a die Länge dieser Strecke, so wird 



-"/« 



27 



420 Vierter Abschnitt. Weiterer Ausbau der Theorie. § 95 

Verstehen wir anderseits unter f^ die von CA bei einer Um- 
drehung beschriebene Kreisfläche^ so ist die gesamte Induktion 
durch f^ 



j2nrdr^,^J^,df^, 



Es wird demnach das Linienintegral der induzierten elek- 
tromotorischen Kraft für einen Weg, der auf dem Umfange 
der Kreisfläche f^ aus dem Magneten in den Draht eintritt: 

(244) ^'-^J^.^L- 

Denselben Wert des Integrales hätten wir erhalten, wenn 
wir den Integrationsweg im Magneten anders gewählt hätten; 
dann wäre nur das Integral der normalen magnetischen In- 
duktion für eine andere Fläche mit der gleichen Randkurve 
zu berechnen gewesen, und dieses hat wegen der Quellen- 
freiheit von 8 den gleichen Wert. Die Stromstärke des ent- 
stehenden Stromes ist nun bestimmt durch JB* in Verbindung 
mit den Widerständen des Stromkreises, der von dem Drahte 
und dem Magneten gebildet wird. 

Rotiert anderseits der Draht um den ruhenden Magneten, 
so gilt für die induzierte Integralkraft immer noch der Aus- 
druck (244); dabei ist dann unter u die Rotationsgeschwindig- 
keit des Magneten, bezogen auf ein in dem Drahte festes 
System, zu verstehen, d. h. die negativ genommene Dreh- 
geschwindigkeit des Drahtes. In jedem Falle bestimmt die 
Formel (242 b) eindeutig die induzierte elektromotorische 
Integralkraft. 

Auf die Frage nach den Wirbeln von 6* gibt die Formel 
(241) eine bestimmte Antwort; ihre Anwendung auf den hier 
behandelten Fall ergibt, daß weder im Magneten noch in dem 
umgebenden, die Drahtschlinge umfassenden Bereiche solche 
Wirbel auftreten. Denkt man sich nämlich im Innern des 
rotierenden Magneten eine geschlossene Kurve I, so umschlingt 
sie, wenn sie mit dem Magneten rotiert, stets den gleichen 
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Induktionsfluß; das Induktionsgesetz (241) ergibt daher für 
das Linienintegral von 6* längs dieser Kurve den Wert NuU, 
woraus nach dem Stokesschen Satze das Verschwinden von 
curl 6* im Innern des Magneten folgt. Für die Randkurve 
einer ganz im Lufträume verlaufenden Fläche andererseits er- 
gibt die entsprechende Betrachtung, daß das Linienintegral 
von 6* verschwindet, wenn die Kurve sich nicht bewegt. Auch 
in der als ruhend angenommenen Luft also befindet sich kein 
Wirbel von ®*. Nur an der Grenzfläche der beiden Bereiche, wo 
eine Gleitfläche liegt, ist ein Flächenwirbel von @* anzunehmen, 
wie es die Formel (243) des vorigen Paragraphen anzeigt. 
Die Zusammensetzung dieser, längs der Meridiankurve s der 
Gleitfläche verteilten Flächenwirbel ergibt 

r 

(244a) vß^'^n-^Jm^, 



wo f die bei einer Umdrehung des betreffenden Stückes der 
Meridiankurve beschriebene Fläche ist. Wegen der quellen- 
freien Verteilung von ö stimmt dieses Integral mit E* (Gl. 244) 
überein, wie es sein muß. 

Welchen Beitrag zu dem Linienintegrale E* die einzelnen 
Elemente des Integrationsweges liefern, die teils dem Magneten, 
teils der Drahtschlinge angehören, darauf kommt es kaum an; 
diese Frage ist mit der nach dem „Sitz der induzierten elektro- 
motorischen Kraft" identisch. Rotiert die Drahtschlinge um 
den ruhenden Magneten, so wird man als Sitz der elektro- 
motorischen Kraft den Draht, der bei seiner Bewegung die 
magnetischen Induktionslinien schneidet, anzusehen haben. 
Rotiert hingegen der Magnet, so ist die Frage schwieriger zu 
beantworten. Man hat die Frage meistens so gestellt: Rotieren 
die magnetischen Induktionslinien mit dem Magneten, oder 
verharren sie außerhalb des Magneten in Ruhe, wenn der 
Magnet um seine Achse rotiert? Im ersteren Falle wird man 
den Sitz der induzierten Kraft im Drahte, im letzteren Falle 
im Magneten zu suchen haben, wenn man diese Kraft aus der 
Zahl der durchschnittenen Induktionslinien berechnet. 
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Diese Formulierung der Frage ist indessen kaum als 
glücklich zu bezeichnen. Denn die Induktionslinien sind doch 
nur ein Hilfsmittel zur geometrischen Yeranschaulichung des 
Feldes; in einem gegebenen Augenblicke kann man den Ver- 
lauf der Induktionslinien verfolgen und aus ihrer Zahl den 
Induktionsfiuß bestimmen, der von einer gegebenen Kurve 
umschlungen wird. Verändert sich nun das Feld, so entsteht 
eine neue Verteilung der Induktionslinien und des Induktions- 
flusses; es ist aber nicht möglich, einer bestimmten Induktions- 
linie des ersten Feldes eine bestimmte Induktionslinie des 
zweiten eindeutig zuzuordnen; diese Zuordnung ist auf alle 
Fälle bis zu einem gewissen Grade willkürlich. Die Induk- 
tionslinien besitzen keine individuelle Existenz, sie können 
neu entstehen und wieder verschwinden. Der Begriff der 
„Bewegung der Induktionslinien^^ schwebt daher in der Luft; 
er ist zur präzisen Fassung der hier vorliegenden Probleme 
wenig geeignet. 

Zur Veranschaulichung der Induktionserscheinungen mag 
man sich immerhin der Darstellung durch Induktionslinien 
bedienen. Man kann hier nach Belieben annehmen, daß sie 
ruhen oder mit dem Magneten rotieren; man erhält auf jeden 
Fall den richtigen Wert des Linienintegrales der induzierten 
Kraft, auf den es allein ankommt. 

Berechtigter ist die Frage nach dem elektrischen Felde, 
welches den mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden 
Magneten umgibt, wenn man die Drahtschlinge beseitigt. 
Dieses wird aber nicht durch 6', sondern durch 

bestimmt, wo ß* ein durchweg wirbelfreier Vektor ist. Diese 
resultierende elektriische Feldstärke 6 wird in jedem gegebenen 
Falle sich eindeutig berechnen lassen. Da jetzt der Stromkreis 
nicht wie vorhin durch die Drahtschlinge geschlossen ist, so 
fließt in dem rotierenden Magneten kein stationärer Strom. 
Es muß folglich im Innern des Magneten 6 gleich Null sein. 
Nun ist aber für einen geschlossenen Weg 
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/«' rf8 = 0, 

daher 

Außerhalb des Magneten aber besteht ein zeitlich kon- 
stanteSy wirbelfreies elektrisches Feld, dessen Quellen sich an 
der Oberfläche des Magneten befinden. Erstreckt sich das 
Linienintegral längs des vorhin betrachteten geschlossenen 
Weges, so liefert das im Lufträume verlaufende Stück des 
Weges den Beitrag 



/« 



der im Magneten verlaufende Teil des Weges aber trägt nichts 
bei, weil hier 6 verschwindet. Es ist demnach (vgl. 244) 

(244b) y^ _ ,p^ _ ^ = ^ J«, dU. 

Hierdurch ist das Potential des Feldes ® auf der Ober- 
fläche des Magneten bis auf eine additive Konstante be-, 
stimmt; da es im Lufträume der Laplaceschen Gleichung zu 
genügen hat, so ist es nach den Lehren der Potentialtheorie 
bis auf eine additive Eonstante eindeutig zu berechnen; folg- 
lich bestimmt sich das Feld und die Elektrizität s Verteilung an 
der Oberfläche des Magneten in eindeutiger Weise, wenn JB* 
bekannt ist. Bei gegebener Induktion 9 im rotierenden Mag- 
neten kann man so das äußere elektrische Feld und die 
Ladungs Verteilung aus den gegebenen Ansätzen ableiten, ohne 
die Frage nach dem Sitze der elektromotorischen Ejrafb zu 
berühren. 



§ 96. FonderomLOtorisohe Kraft an einem Stromelemente. 

Mit den induzierten elektrischen Kräften eng verknüpft 
sind die ponderomotorischen Kräfte, die an einem Stromkreise 
angreifen. Wir kennen bereits die Arbeit, welche die pondero- 
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motorischen Kräfte im ganzen an einem linearen Strome 
leisten. Wir wollen jetzt von der Kraft sprechen, die an 
einem Stromelemente in einem gegebenen magnetischen Felde 
wirkt; wir knüpfen dabei unmittelbar an die Erfahrung an. 

Ein einzelnes Stromelement für sich ist zwar nicht denk- 
bar, es muß notwendig zu einem geschlossenen Stromkreise 
gehören; wir können es aber mechanisch von dem übrigen 
Stromkreise so sondern, daß die an ihm angreifende Kraft der 
Messung unmittelbar- zugänglich wird. Wir haben zu diesem 
Zwecke das Stromelement mit dem Beste des Stromkreises 
durch Gleitstellen zu verbinden, so daß es sich unabhängig 
bewegen kann und doch von dem Strome durchflössen wird. 
Verwirklicht wird diese Anordnung in dem bekannten Ampere- 
sehen Fundamentalversuch. 

Das Ergebnis der auf diesem Wege gewonnenen Erfah- 
rung läßt sich folgendermaßen formulieren. Die an dem 
Stromelemente d% in einem magnetischen Felde an- 
greifende Kraft St ist 

(245) ft = -J [rfl»]. 

Die Kraft steht demnach immer senkrecht zu dl. Die zu d^ 
parallele Komponente von 8 kommt für die Kraft nicht in Be- 
tracht, nur die zu d% normale. Zerlegt man fB in einen zu d^ 
parallelen und einen senkrechten Vektor, so folgen dl, dieser 
zweite Vektor, und ft aufeinander, wie die Achsen eines 
Rechtssystemes. Daß die Dimensionen der beiden Seiten von 
(245) übereinstimmen, ist mit Hilfe der Dimensionstabelle des 
§ 67 leicht zu prüfen. Aus den Dimensionen der beiden 
ersten Spalten, in denen § und ö nicht die gleiche Dime^ision 
haben, erkennt man, daß in der Tat nicht §, sondern der für 
die magnetische Induktion maßgebende Vektor ö es ist, der 
die ponderomotörische Kraft bestimmt; die Einführung von ^ 
statt 8 würde nämlich eine falsche Dimension der rechten 
Seite ergeben. Dies ist darum von Interesse, weil die Be- 
obachtungen der überwiegenden Mehrzahl noch im Lufträume 
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angestellt sind und eine Entscheidung darüber, ob © oder § 
zu setzen ist, daher nicht ohne weiteres gestatten. 

Die virtuelle Arbeit, welche die ponderomotorische Kraft tt 
bei einer durch dt angezeigten Verrückung des Stromelementes 
leistet, ist 

ft(Jr = y(Jr[rfl»]. 

Nach der Rechnungsregel (31) wird dies 

(245a) ft(Jr = -»[(Jrrf8]. 

Dabei stellt das äußere Produkt von dt und d% das 
Parallelogramm dar, welches das Stromelement bei der vir- 
tuellen Verrückung beschreibt. Die skalare Multiplikation mit 
8 ergibt den Induktionsfluß durch das Parallelogramm. Die 
Verhältnisse entsprechen ganz den bei der Diskussion von 
(242 c) erörterten. Die Arbeit, welche die Kräfte bei einer vir- 
tuellen Verrückung des ganzen Stromkreises leisten, ist gleich 

(245 b) dA^^ff»[äxdil 

d. h. gleich der elektromagnetisch gemessenen Stromstärke , 

c 

multipliziert mit der Zunahme, welche der vom Stromkreise 

umschlungene Induktionsfluß infolge der virtuellen Verrückung 

erfährt, bei konstant gehaltener Stromstärke des Elementes 

und konstant gehaltener magnetischer Induktion des Feldes. 

Damit sind wir zu den Beziehungen zurückgelangt, die wir in 

§ 70 zuerst in Anlehnung an die Lagrangeschen Gleichungen 

dargelegt haben und die auch den §§ 92 und 93 zugrunde 

lagen. Die Stromleiter suchen sich immer so zu stellen bzw. 

zu deformieren, daß der Induktionsfluß, den sie umschlingen, 

möglichst groß wird. 

Vom linearen Leiter zu Volumelementen übergehend, 

setzen wir 

Jd% = idv 

and demgemäß für die Kraft, die auf das durchströmte Volum- 
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element im magnetischen Kreise wirkt, 
(245c) ««rft?-[i»]. 

Haben wir es statt des Leitungsstromes mit einem Kon- 
yektionsstrome zu tun, indem die Ladung e mit der Geschwindig- 
keit H durch das magnetische Feld bewegt wird, so ist Jd% 
durch an zu ersetzen. Die Kraft St wird daher 

(246) «=;[ö»]. 

Diese Kraft weist stets senkrecht zur Bewegungsrichtung 
des elektrischen Teilchens und leistet daher bei der Bewegung 
desselben keine Arbeit; unter H ist hier zunächst die Relativ- 
geschwindigkeit, bezogen auf den das Feld erzeugenden Magneten, 
zu verstehen. 

Ist neben dem magnetischen Felde noch ein elektrisches 
Feld 6 vorhanden, so wirkt auf das ruhende Elektrizitats- 
teilchen die Kraft 6®. Bei einer Bewegung tritt noch die 
Kraft (246) hinzu, so daß im ganzen 

(246 a) St^e% 

ist, wo 

?j = e + -'[i.»] 

die auf die Einheit der Ladung berechnete Kraft bezeichnet. 

Dieser Ansatz hat sich bei den Beobachtungen an Kathoden- 
strahlen, die man als Konvektionsströme bewegter Elektronen 
anzusehen hat, durchaus bewährt. 

Der Definition des Vektors ö, die wir im § 61 gaben, 
können wir jetzt eine andere Definition an die Seite stellen, 
die sich auf die Gleichung (245) stützt. Wir denken uns ein 
bewegliches Stromelement in einen Punkt des Feldes gebracht 
und die ponderomotorische Kraft für verschiedene Richtungen 
des Elementes beobachtet. Eine bestimmte Gerade hat die 
Eigenschaft, daß das Stromelement, mit seiner Achse in die 
Gerade eingestellt, keine Kraft erfährt; in diese Gerade föllt 
die Richtung von ö. Der Betrag und Sinn von 8 bestimmt 
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sich dann aus der Exaft auf ein senkrecht zu jener Geraden 
gestelltes Stromelement. Das Stromelement leistet als 
Probekörper bei der Untersuchung des Feldes 8 ähn- 
liche Dienste wie ein elektrisch geladenes ruhendes 
Holundermarkkügelchen bei der Untersuchung des 
Feldes @. Dabei sind dem Probekörper des magnetischen 
Feldes ähnliche Beschränkungen aufzuerlegen wie demjenigen 
des elektrischen Feldes; es müssen nämlich seine Abmessungen 
klein sein gegen solche Strecken^ in denen merkliche Inhomo- 
genitäten des Feldes auftreten. 

In dieser Hinsicht ist ein Kathodenstrahlteilchen^ das aus 
konvektiv bewegten Elektronen besteht, als idealer Probekörper 
zu betrachten. Es kann, der Gleichung (246a) entsprechend, 
sowohl als Probekörper zur Untersuchung des elektrischen 
wie des magnetischen Feldes verwandt werden. Femer sind 
seine Abmessungen so gering — den Radius des Elektrons 
hat man von der Größenordnung 10""*^ cm anzunehmen — , 
daß auch recht inhomogene Felder, z. B. die Felder der Licht- 
wellen, in solchen Bereichen noch als homogen zu betrachten 
sind. Endlich kann das Kathodenstrahlbündel infolge der ge- 
ringen Trägheit der Elektronen auch sehr raschen Schwan- 
kungen des Feldes momentan folgen; es eignet sich daher zur 
Untersuchung schneUer Wechselfelder, in denen materielle 
Probekörper dem schnellen Wechseln des Feldes nicht zu 
folgen vermögen. In der Tat hat man Eathodenstrahlen zur 
Messung solcher Felder verwandt. 

Die Gleichung (246 a) läßt endlich noch erkennen, daß 
der Vektor 8 es ist, der als magnetisches Gegenstück dem 
Vektor ® gegenübertritt. Während 6 die Wirkung des 
elektrischen Feldes auf die ruhende Elektrizität be- 
stimmt, bestimmt 9 die Wirkung des magnetischen 
Feldes auf die bewegte Elektrizität. Anderseits tritt der 
von der ruhenden wahren Elektrizität entspringenden elektrischen 
Verschiebung £ das den wahren Strom umschlingende magnetische 
Feld § gegenüber. Diese Analogie ist von der Hertz-Heaviside- 
schen verschieden; wir deuteten bereits im § 60 auf sie hin. 
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§ 97. Die Maxwellsohen Spannungen. 

Wir denken uns den Raum von einem Medium konstanter 
Dielektrizitätskonstante und Permeabilität erfüllt. In dem 
Räume mag ruhende Elektrizität mit der Dichte q verteilt 
sein, und es mögen stationäre elektrische Ströme daselbst 
fließen, von der Stromdichte t. Wir grenzen durch eine 
Fläche f einen Teil des Raumes ab und berechnen die resul- 
tierende ponderomotorische Kraft, welche infolge des bestehen- 
den Feldes auf den von f begrenzten Raum wirkt. Diese Kraft 
ft besteht aus zwei Teilen 

(247) « = ft* + St'\ 

Der erste Teü, die ponderomotorische Kraft des elek- 
trischen Feldes, ist 

(247 a) St^JdvQiB, 

der zweite, die ponderomotorische Bj-aft des magnetischen 
Feldes, ist 

(247 b) St^^fdv^^y «]. 

Wir wollen jeden der beiden Teile gesondert behandeln; 
wir werden sehen, daß sich die Volumintegrale in Flachen- 
integrale verwandeln lassen. 

Es ist allgemein 

«,4^^ = a®, div @ = ^@,(-^^ + -^^^ -f -^j, 
ferner 

daher 

4ä()@^— [£@, curl ®]^ =- 

Wir integrieren jetzt über den Bereich t;, der von der ge- 
schlossenen Fläche f begrenzt wird. Es wird 
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/• 



dv{4:7tQ&^— [fS, curl 6]a.}-- 

Deuten wir für den Augenblick die Größen 
~((Bl -dl -(&*), £«,«„ £«,«., 



als Komponenten eines Vektors, so steht rechts das Volum- 
integral der Divergenz eines Vektors; dasselbe geht vermöge 
des Gaußschen Satzes über in das über die Begrenzungs- 
fläche f erstreckte Integral der Normalkomponente; diese 
Normalkomponente würde sein 

Y {(2«6J — fS^) coswa; + '2€%^(B^ cos ny + 2£@^6, cos ne) 
= 2 {2£6^®„ — f6*cos(wa:)}. 
Verstehen wir unter I* den Vektor 

(248) ^' = Ä {e-2£@„-n.£«»} 

(n ist der Einheitsvektor in Richtung der äußeren Normalen 
von f)y so wird 

(248a) jdv[4:7CQ(&^ - [ad, curl 6]^! = 4.%jdf%l. 

Da nun gemäß der zweiten Hauptgleichung (178) bei 
fehlenden eingeprägten Kräften 

curl« = — 1^ 
ist, so wird 

Entsprechende Gleichungen gelten für die beiden anderen 
Komponenten. Wir fassen sie zu der Vektorgleichung zu- 
sammen 

(248b) JdvQÜ +Jdv -\ [2) 1^] ^Jdf%\ 



\ 
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Es wurde im Eingänge dieses Paragraphen angenommen, 
daß die Ströme, welche das Feld 8 erzeugen, stationär sind, 

so daß oT- gleich Null ist. Die linke Seite von (248 b) wird 

dann identisch mit der Kraft St, welche auf die im Bereiche 
V enthaltene ruhende Elektrizität wirkt. Es wird 



(248 c) St^fdfZ'. 



Es läßt sich demnach die resultierende Kraft des 
elektrischen Feldes auf das Innere der Fläche f er- 
setzen durch ein über die Fläche selbst verteiltes 
Kräftesystem, wie wir auch die Fläche /* legen mögen. 

Wir wollen diese flächenhaft verteilte Kraft genauer 
diskutieren. Wir betrachten zuerst ein Flächenelement, das 
senkrecht zur Richtung des Vektors d gestellt ist. Nach 
(248) liefert dieses Flächenelement zur resultierenden Kraft 
einen Anteil, der parallel der Normalenrichtung n ist 



^ee'df^n^{e^)df. 



Nun war n jedesmal die von Innen her nach der Fläche 
weisende Normale. Das Kräftesystem, welches längs der Fläche 
verteilt anzunehmen ist, entspricht demnach hier einem auf 
das Innere ausgeübten Zuge, dessen Betrag gleich der Energie- 
dichte ist. 

Wir legen zweitens ein Flächenelement parallel zur Rich- 
tung des Vektors ®; dieses liefert nach (248) zur resultieren- 
den Kraft den Anteil: 



-~-a(&'df^-n^(ß^)df. 



Auch diese Kraft ist, pro Flächeneinheit berechnet, ihrem 
Betrage nach der elektrischen Energiedichte gleich, ihre 
Richtung ist indessen der Normalen n entgegengesetzt; diese 
Kraft ist daher eine Druckkraft. 

Das flächenhaft verteilte Kräftesystem, zu dem 
wir gelangt sind, entspricht demnach einer Zug- 
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Spannung längs der elektrischen Kraftlinien und 
einer Druckspannung senkrecht zu den elektrischen 
Kraftlinien. Der Betrag beider ist der elektrischen 
Energiedichte gleich. 

Einen Längszug und Querdruck der Kraftlinien nahm 
bereits Faraday an; er deutete so vom Standpunkte der Nahe- 
Wirkungstheorie aus die ponderomotorischen Kinite des elektro- 
statischen Feldes. Maxwell zeigte, daß dieses Spannungssystem 
zu den wohlbekannten Kräften führt, welche elektrisch geladene 
Körper aufeinander ausüben. Die Resultante der pondero- 
motorischen Kräfte, welche von den außerhalb der Fläche f 
befindlichen Körpern auf die innerhalb derselben gelegenen im 
elektrostatischen Felde ausgeübt werden, läßt sich vollständig 
durch das längs der Oberfläche verteilte Kräftesystem %' 
(Gl. 248) ersetzen. Anderseits ersetzt dasselbe bei umge- 
kehrtem Normalensinn die Rückwirkung, welche das Innere 
von f auf das Äußere ausübt. Denn das über die Fläche f 
erstreckte Integral von Z% zusammen mit dem über eine un- 
endlich entfernte und keinen Beitrag liefernde Fläche, stellt 
die resultierende Kraft auf die außerhalb der Fläche f ge- 
legenen Körper dar. Da nun nach (248) in einem stetig ver- 
teilten Felde mit der Richtung von n das Vorzeichen von Z^ 
sich umkehrt, ohne daß sein Betrag sich ändert, so folgt: Die 
Kräfte, welche die durch eine Fläche f voneinander 
getrennten Teile des elektrostatischen Feldes auf- 
einander ausüben, erfüllen das Gesetz von Wirkung 
und Gegenwirkung, wenn anders sie sich durch das 
Maxwellsche Spannungssystem ersetzen lassen. 

Daß dieses nicht nur bezüglich der resultierenden Kraft, 
sondern auch bezüglich der Drehkraft gilt, zeigt die folgende 
Betrachtung. Wir denken uns den Bereich v in kleine Zellen 
geteilt. Die Kraft auf jede einzelne dieser Zellen ersetzen wir 
durch das über ihre Begrenzung verteilte Kräftesystem I*. 
Dann ist nicht nur die resultierende Kraft, sondern auch die 
resultierende Drehkraft der auf die Zellen wirkenden Elementar- 
kräfte der aus den Kräften Z' resultierenden Kraft bzw. Dreh- 
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kraft äquivalent. Bei der Zusammeusetzang der über die 
Oberflächen der Zellen verteilten Kräfte J* heben sich nun die 
Beiträge der Trennungsflächen aneinanderstoßender Zellen 
heraus und es bleibt nur diejenige Kraft und Drehkraft übrige 
welche aus den über die Oberfläche des ganzen Bereiches v 
verteilten Flächenkräften I* resultiert. Die Kraft und die 
Drehkraft, welche der Bereich v. infolge des elektrostatischen 
Feldes erfährt, ist demnach den Itesultierenden des über die 
Grenzfläche f verteilten Kräftesystemes I* im Sinne der 
Mechanik starrer Körper äquivalent. Ebendasselbe Kräfte- 
system, aber mit umgekehrtem Sinne der Normalen n, be- 
stimmt die resultierende Kraft und Drehkraft, welche auf das 
Äußere der Fläche f wirkt. Da Z' mit n das Vorzeichen 
wechselt, so folgt, daß die Wechselwirkungen der innerhalb 
und außerhalb f gelegenen Körper d& Gesetz von actio und 
reactio nicht nur hinsichtlich der fjräfte, sondern auch der 
Drehkräfte erfüllen. 

Wir gehen jetzt zum magnetischen Felde über, dessen 
Wirkung auf elektrische Ströme durch (247b) gegeben ist; 
auch dieses Volumintegral läßt sich in ein Oberflächenintegral 
umwandeln. Um dies zu zeigen, betrachten wir den vektoriellen 
Ausdruck 



ß 



dv{4.%Q^^-[jli^, curl^]}. 

Seine Komponenten können wir in ganz derselben Weise 
umformen, wie oben die Komponenten des entsprechenden 
Ausdruckes in 6; denn die Umformungen, die oben vor- 
genommen wurden, sind in derselben Weise mit einem jeden 
Vektor vorzunehmen, unabhängig von seiner physikalischen 
Bedeutung. Setzen wir demgemäß 

(249) 2'» = ^{§.2^§„-n-^§»}, 

SO gilt unter den eingangs angegebenen Voraussetzungen die 
(248 a) entsprechende Gleichung 

(249a) fdv{4^Q^^^-[j,i^, curl§L} = AxJdfTS. 
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Nun ist aber hier, da wahrer Magnetismus nicht an- 
genommen wird: 

4;r()^ =« div 8 =* fi div§ == 0. 

Ferner ergibt die erste Hauptgleichung 

curl6 == — c. 
Es folgt daher 

(249b) X^^ß' ®] -ßf^"" 

fiir ein beliebiges elektromagnetisches Feld. 

In dem hier zu betrachtenden Felde stationärer elektrischer 
Ströme wird die Dichte c des wahren Stromes derjenigen des 
Leitungsstromes i gleich und denmach die linke Seite von 
(249b) mit der Kraft «^ (Gl. 247b) identisch: 

(249 c) St^ = l dfZ^, 

Im magnetischen Felde stationärer elektrischer Ströme 
sind hiemach Spannungen anzunehmen, welche den im elek- 
trischen Felde anzunehmenden vollkommen entsprechen. Es 
findet ein Längszug parallel und ein Querdruck 
senkrecht zu den magnetischen Kraftlinien statt; 
der Betrag dieser Spannungen ist der magnetischen 
Energiedichte 

gleich. 

Das System der Flächenkräfte I"», das durch (249) be- 
stimmt ist, ersetzt vollständig, sowohl bezüglich der resul- 
tierenden Kraft als auch bezüglich der resultierenden Dreh- 
kraft, das System ft"* der auf das Innere der Fläche f infolge 
des magnetischen Feldes ausgeübten Kräfte, wenigstens in dem 
hier behandelten Falle einer durchweg konstanten Permeabilität. 
Daraus, daß die wechselseitigen Wirkungen zweier Systeme 
elektrischer Ströme, von denen das eine innerhalb, das andere 
außerhalb der Fläche f liegt, sich durch das System von 
Flächenkräften %^ ersetzen lassen, welches dem Gesetze der 

Abraham, Theorie der Elektrizität. L 3. Auü. 28 
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Wirkung und Gegenwirkung stets Genüge leistet^ folgt ohne 
weiteres, daß das Prinzip der Wirkung und Gegenwirkung 
allgemein für die Wechselwirkung ruhender Ströme gilt, 
sowohl hinsichtlich der resultierenden Kräfte wie hinsichtlich 
der Drehkräfte. 

Von den Kitlften, die auf permanente Magnete wirken^ 
haben wir bisher nicht gesprochen. Es ist indessen leicht 
einzusehen ; daß die Kräfte, die auf solche im magnetischen 
Felde wirken, gleichfalls durch die über ihre Oberfläche ver- 
teilten Maxwellschen Spannungen (249) darzustellen sind. 
Wir können den Nachweis auf zwei verschiedenen Wegen 
führen, die bzw. der im § 88 und im § 89 entwickelten Dar- 
stellung des Feldes peraianenter Magnete entsprechen. In der 
ersteren Darstellung wurde die Kraft auf die Volumeinheit 
des magnetisierten Körpers durch 

gegeben. Die resultierende Kraft entspricht hier ganz der 
Kraft (247 a), die das elektrische Feld auf elektrische Ladungen 
im Äther ausübt; sie läßt sich daher durch das System von 
Flächenkräften I"*, welches ganz den elektrischen Flächen- 
kräften I* entspricht, ersetzen. Das Bild des § 89 führt zu 
demselben Resultate; denn es ersetzt den permanenten Magneten 
durch ein äquivalentes Stromsystem und ergibt, daß der 
permanente Magnet Kräfte erfährt, welche den auf das Strom- 
system wirkenden im Sinne der Mechanik starrer Körper 
äquivalent sind. Die Kräfte, welche auf einen starren Magneten im 
leeren Räume wirken, lassen sich daher ebenso wie die Kräfte 
auf das äquivalente Stromsystem durch das System der Flächen- 
kräfte %^ ersetzen. 

Es wurde hier angenommen, daß das Feld von einem Me- 
dium konstanter Permeabilität und Dielektrizitätskonstante erfüllt 
ist. In inhomogenen Körpern sind die Maxwellschen Spann- 
ungen durch Zusatzglieder zu korrigieren, welche von dem Gra- 
dienten von £ und ^ abhängen. Aber auch an sich homogene^ 
komprimierbare Körper, z. B. Gase, erfahren im Felde Dichte- 
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änderungen; die in solchen Körpern anzunehmenden Spann- 
ungen werden nicht vollständig durch die angenommenen 
Werte von Z' und Z^ wiedergegeben. Doch würde ein Ein- 
gehen auf die strengere^ die elastischen Eigenschaften der 
Körper berücksichtigende Theorie der elektrischen und mag- 
netischen Drucke hier zu weit führen. 



§ 98. Das Prinzip von Wirkung und Gegenwirkung. 

Wir haben bisher die Betrachtung der ponderomotorischen 
Kräfte auf ruhende Körper beschränkt, die sich in einem zeit- 
lich konstanten elektrischen und magnetischen Felde befinden. 
Hier läßt sich die Kraft und die Drehkraft durch Über- 
lagerung der elektrischen und magnetischen Flächenkräfte 
berechnen, woraus dann allgemein folgt, daß die Kräfte und 
Drehkräfte, welche zwei Körper durch die Trennungsfläche 
hindurch aufeinander ausüben, dem dritten Axiome Newtons 
Genüge leisten. Was findet nun aber statt, wenn die Körper 
sich bewegen und wenn das elektromagnetische Feld sich ver- 
ändert? Auf langsame Veränderungen des Feldes (quasi- 
stationäre Ströme) und langsame Bewegung der Körper haben 
wir in dem ersten Paragraphen dieses Kapitels die für ruhende 
Körper und konstantes Feld gültigen Gesetze der pondero- 
motorischen Kräfte ohne weiteres übertragen. Diese Kräft;e 
werden sich daher ohne merklichen Fehler aus den Maxwell- 
schen Spannungen ableiten lassen und daher dem Prinzip von 
actio und reactio Genüge leisten. Für die langsamen Be- 
wegungen der Körper in langsam veränderlichen 
Feldern gelten demnach allgemein die Schwerpunkts- 
und die Flächensätze. 

Die Maxwell- Hertzsche Theorie geht noch weiter; sie 
nimmt an, daß die Maxwellschen Spannungen noch in be- 
liebig rasch veränderlichen elektromagnetischen Feldern die 
ponderomotorischen Wirkungen übertragen. Damit dies all- 
gemein stattfindet, muß die linke Seite von (248 b) den all- 
gemeinen Ausdruck der ponderomotorischen Kraft des elek- 

28* 
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trischen Feldes, die linke Seite von (249b) den allgemeinen 
Ausdruck für die ponderomotorische Kraft des magnetischen 
Feldes bilden. Es wirkt hiernach im magnetischen Felde auf 
die Volumeinheit eines ruhenden Körpers die Kraft 

(250) |[t»l, 

WO 

sich aus Leitungsstrom und Verschiebungsstrom zusammensetzt. 
Es tritt mithin die neue Kraft auf: 

0^ 



(250a) ip.^, »], 



die im magnetischen Felde auf einen Verschiebungsstrom wirken 
soll. Die Maxwell-Hertzsche Theorie ninmit in der Tat an, daß 
auf den Verschiebungsstrom, welcher den Leitungsstrom zu 
einer quellenfreien Strömung ergänzt, derartige elektrodyna- 
mische Kräfte im magnetischen Felde wirken; dieselben würden 
natürlich nur in rasch veränderlichen Feldern in Betracht 
konunen. Auf Grund dieser Annahme ersetzt (249 b) allgemein 
die ponderomotorischen Kräfte des magnetischen Feldes durch 
die Flächenkräfte Z^. Damit anderseits die Kräfte des elek- 
trischen Feldes sich allgemein aus den Flächenkräften Z^ ab- 
leiten lassen, muß gemäß (248 b) angenommen werden, daß 
eine entsprechende „magnetodynamische Kraft" im elektrischen 
Felde auf den „magnetischen Strom" wirkt, nämlich pro 
Volumeinheit die Kraft: 



(250b) i[$,|fl, 



Auch diese von der Maxwell-Hertzschen Theorie angenommene 
Kraft kann nur bei sehr raschen Veränderungen des Feldes 
merklich werden. 

Die Kräfte (250 a, b) zusammen ergeben für die Volum- 
einheit eines ungeladenen Isolators die Kraft 

(250c) 'At^^^^'^cTtm^-'-^W- 
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Die Maxwellschen Spannungen üben auf die Volum- 
einheit des ungeladenen ruhenden Isolators eine resul- 
tierende ponderomotorische Kraft aus, sobald der 
Strahlvektor an der betreffenden Stelle des Feldes 
sich zeitlich ändert. Obwohl der Betrag dieser Kraft 
außerordentlich gering ist, so ist diese Folgerung der Maxwell- 
Hertzschen Theorie doch von prinzipieller Bedeutung. Diese 
„ponderomotorische Kraft'* würde nämlich auch auf die Volum- 
elemente des leeren Raumes wirken, in dem doch ponderable 
Materie, welche durch sie bewegt werden könnte, sich nicht 
befindet. Man wird hier dazu geführt, dem Äther selbst eine 
Trägheit zuzuschreiben und die Bewegungen zu untersuchen, 
welche er unter der Einwirkung der Kraft; (250c) ausführt. 
Diese Spekulationen über Atherbewegung haben indessen nicht 
irgendwelche Resultate von physikalischem Interesse gezeitigt. 

Die von den Maxwellschen Spannungen übertragenen 
Kräfte erfüllen zwar formell das Gesetz von Wirkung und 
Gegenwirkung; wenn aber, wie wir gesehen haben, bei Strah- 
lungsvorgängen eine Kraft auf den Äther zur Aufrechterhaltung 
dieses Gesetzes eingeführt werden muß, so heißt das: Für 
die Materie allein gilt das Gesetz von actio und reactio 
nicht. Die gesamte Bewegungsgröße der ponderablen Materie 
in einem abgeschlossenen Systeme ist nicht konstant. Man hat 
vielmehr, wenn man die Sache vom Standpunkte der Maxwell- 
Hertzschen Theorie aus betrachtet, eine Rückwirkung des 
Äthers auf die Materie in Betracht zu ziehen, deren Resul- 
tierende nach (250 c) ist 



(250d) -/5 



de 
dt 



Wenn bei einem Strahlungsvorgange diese Resultierende nicht 
gleich Null ist, so wird die Bewegungsgröße der wägbaren 
Materie im Verlaufe des Strahlungsvorganges sich ändern. 
Man muß somit dem Äther eine träge Masse zuschreiben, wenn 
man den Satz von der Erhaltung der Bewegungsgröße nicht 
aufgeben will. 



438 Vierter Abschnitt. Weiterer Ausbau der Theorie. § 99 

Daß das dritte Axiom Newtons bei der Übertragung auf 
die elektromagnetischen Vorgänge seinen Sinn wesentUch än- 
dert^ ist schon durch die endliche Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Wirkungen bedingt. Fassen wir beispielsweise den 
Fall ins Auge, daß eine elektromagnetische Welle von einem 
Hertzschen Hohlspiegeloszillator ausgesandt wird; da der Wert 
des Ausdruckes (250 d) hier von Null verschieden ist, so wird 
die Welle dem Oszillator einen, wenn auch geringen, Rück- 
stoß erteilen; diese Wirkung bleibt zunächst ohne Kompen- 
sation, und auch wenn die Welle später von anderen Körpern 
absorbiert ist und das Zeitintegral von (250 d) dann gleich 
Null geworden ist, so ist doch eine gewisse Zeit zwischen der 
Wirkung und der Gegenwirkung verstrichen; während dieser 
Zeit ist der Impuls der wägbaren Körper durch den Strah- 
lungsvorgang geändert worden. 

Die von H. A. Lorentz entwickelte Theorie der Elektro- 
dynamik nimmt, im Gegensatz zur Hertzschen, Kräfte, die auf 
den Äther wirken, überhaupt nicht an. Sie läßt die elektro- 
magnetischen Kräfte nur auf die elektrisch geladene Materie 
wirken. Die Maxwellschen Spannungen werden hier nicht als 
allgemeingültige Darstellung der elektromagnetischen Kräfte 
betrachtet, so daß die Kräfte (250a, b) in Fortfall kommen. 
Nur in solchen Fällen, wo der Ausdruck (250 d) verschwindet, 
sieht auch die Lorentzsche Theorie das Maxwellsche Spannungs- 
system als Äquivalent der ponderomotorischen Kräfte des Feldes 
an. Mit den Maxwellschen Spannungen gibt diese Theorie, auf 
welche wir übrigens im zweiten Bande dieses Werkes aus- 
führlich zurückkommen, natürlich auch das Prinzip von Wir- 
kung und Gegenwirkung auf. 

§ 99. Die erste Hauptgleiohiing für bewegte Körper. 

Wie wir in § 94 die zweite Hauptgleichung (178) auf 
bewegte Körper übertrugen, so wollen wir jetzt die erste 
Hauptgleichung (177) auf bewegte Körper ausdehnen, wobei 
wir uns zunächst an die Hertzsche Elektrodynamik bewegter 
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Körper anschließen. Wir gehen mit Hertz von der (Jrund- 
annahme aus^ daß auch in einem bewegten Systeme das Linien- 
integral der magnetischen Feldstärke ^ längs einer mit der 
Materie bewegten Kurve dem wahren Strome proportional ist, 
welcher eine von der Kurve umrandete, mit der Materie be- 
wegte Fläche durchfließt: 

<251) ßdi=^t^J't„df. 

Der wahre Strom r setzt sich in einem ruhenden Körper 
aus Leitungsstrom und Verschiebungsstrom zusammen. Das- 
selbe soll auch für den Strom durch eine bewegte Fläche 
gelten. Der wahre Strom durch die bewegte Fläche wird 
gleichzusetzen sein der Summe aus dem Leitungsstrome und 
der zeitlichen Änderung der elektrischen Verschiebung durch 
die bewegte Fläche: 

(251a) ßjr -ßndf + }ißjf. 

Die zeitliche Änderung des Flächenintegrales von ^^ be- 
rechnet sich nun, ganz wie in § 94 die zeitUche Änderung 
des Flächenintegrales von 8„, für die bewegte Fläche nach 
der Regel (122); es gilt 

(251b) §-J^ndf=-fdf j^ + curl [»ti] + ti div 3) )„. 

Formen wir die linke Seite von (251) mit Hilfe des 
Stokesschen Satzes um und die rechte Seite auf Grund der 
beiden letzten Gleichungen (251a, b), so folgt: 

Jdfcur\„% =.^ß^df + ^ßf{^-^ -h curl [a)«i] + HdivS)), 

und durch Übergang zu Flächenelementen: 

(252) curl § = ^ ji + ^- + pti -f curl [2)11]) • 

Dies ist, nach der Theorie von H. Hertz, die erste 
Hauptgleichung für einen bewegten Körper. 
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Die beiden ersten Glieder der rechten Seite sind die 
Dichten des Leitungsstromes und des Verschiebungsstromes 
durch ein ruhend gedachtes Flächenelement des Körpers. Für 
ein ruhendes Körpersystem bestimmen diese beiden Anteile des 
wahren Stromes allein den Wirbel des magnetischen Feldes ß. 
Findet aber eine Bewegung der Körper statt, so treten noch 
zwei weitere Glieder hinzu. Das Glied (>ti stellt dabei die 
Dichte des Konvektionsstromes dar; wir bemerkten bereits in 
§ 55, daß der Konvektionsstrom der bewegten Elektrizität den 
Leitungsstrom und Verschiebungsstrom zu einer quellenfreien 
Strömung ergänzt; wir finden jetzt diese Bemerkung bestätigt, 
denn bei Bildung der Divergenz von (252) verschwindet die 
linke Seite und ebenso das letzte Glied der rechten Seite; 
die drei ersten Glieder der rechten Seite ergeben also in der 
Tat zusammen ein wirbelfreies Feld. 

Der Konvektionsstrom soll nun, der erweiterten 
ersten Hauptgleichung zufolge, dasselbe magnetische 
Feld erregen wie der äquivalente Leitungsstrom. Diese 
Forderung der Theorie ist von H. A. Rowland experimentell 
geprüft und bestätigt worden; mehrere Beobachter haben die 
Versuche Rowlands wiederholt und verfeinert. Besonders be- 
merkenswert sind die Untersuchungen von A. Eichenwald 
(Ann. d. Phys. Bd. 11, S. 1, 1C03). Bei diesen wird die eine Be- 
legung eines geladenen Kondensators, bestehend aus einer mit 
einer ringförmigen Stanniolbelegung versehenen Mikanitscheibe, 
in Rotation versetzt. Hier hat man es mit einem reinen 
Konvektionsstrome zu tun, Leitungsstrom und Verschiebungs- 
strom sind bei symmetrischer Anordnung ausgeschlossen. Die 
Angaben des Magnetometers waren, innerhalb der Fehlergrenze 
der Versuche (5 Proz. zirka), die gleichen, als wenn die Scheibe 
ruhte und durch die Stanniolbelegung dieselbe Elektrizitäts- 
menge durch einen Leitungsstrom hindurchgeführt wurde. 
Dadurch ist erstens gezeigt, daß bei der Rotation des geladenen 
Stanniolrings die Elektrizität konvektiv mitgeführt wird, und 
zweitens, daß dabei ein magnetisches Feld erzeugt wird, welches 
quantitativ der ersten Hauptgleichung (252) entspricht. 
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Außer dem Konvektionsstrome zeigt (252) nun noch einen 
zweiten, durch Bewegung im elektrischen Felde entstehenden 
Strom an, der ebenfalls ein magnetisches Feld erregt. Durch 
Bewegung eines Dielektrikums im elektrischen Felde soll ein 
magnetisches Feld hervorgerufen werden, entsprechend wie 
durch Bewegung eines Körpers im magnetischen Felde ein 
elektrisches Feld hervorgerufen wird (vgl. § 94). Die Wirbel 
dieses Feldes fallen — bei Ausschluß der drei anderen Strom- 

anteile — mit dem des Vektors — [®ti] zusammen. 

Daß Bewegung eines Dielektrikums im elektrischen Felde 
in der Tat magnetische Kräfte erzeugt, ist von W. C. Röntgen 
gezeigt worden. Er ließ Glas- oder Ebonitscheiben zwischen 
zwei ruhenden, geladenen Metallscheiben rotieren und beobachtete 
eine Ablenkung der Magnetnadel. Jene vierte Stromart, deren 
Dichte nach der Hertzschen Theorie gleich 

(252 a) curl[2)ti] 

ist, wird demgemäß bisweilen als „Röntgenstrom*^ bezeichnet. 
Det Röntgenstrom ist stets quellenfrei verteilt. Wir 
wollen seine Verteilung für die von Röntgen verwandte An- 
ordnung berechnen. Bei dieser ist außerhalb des Dielektrikums 
ti gleich Null, innerhalb sind S und H konstant; daher ist 
weder innerhalb noch außerhalb des Dielektrikums ein räumlich 
verteilter Röntgenstrom vorhanden, sondern nur an den Be- 
grenzungsebenen der dielektrischen Scheibe (gegen Luft) ein 
Flächenstrom. Die Dichte dieses Flächenstromes ist allgemein 
gleich dem Flächenwirbel des Vektors [®ll], der nach (104) 
durch 

(252b) [n, [^ö], - [»ö] J 

gegeben wird. 

Die von (2) nach (1) gehende Normale n mag, an der 
der positiv geladenen Metallscheibe gegenüberliegenden Seite 
der Platte, mit der Richtung von ® übereinstimmen, so daß 
hier der Index (2) die Luft, (1) das Dielektrikum kennzeichnet. 
Da H senkrecht auf n steht, so ergibt die Regel (32): 
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[tt [®tiy ^ »(ntij - tii(tt®) -• - tixj » |. 

Der auf den Luftraum (oder leeren Raum) bezügliche^ durch 
den Index (2) gekennzeichnete Term fallt heraus^ da hier 
ti == ist. Der Betrag von | ® ; aber, der gleich der zur 
Trennungsfläche normalen Komponente von S ist, durchsetzt 
stetig die Trennungsfläche; er ist gleich der Flachendichte a 
der auf der gegenüberliegenden Metalischeibe verteilten Ladung. 
Der ßöntgenstrom würde also nach der Hertzschen Theorie 
einem Eonvektionsstrom äquivalent sein, bei dem die Ladung 
(— coi) von den Oberflächenelementen der dielektrischen Scheibe 
bei ihrer Rotation mitgeführt wird. Lassen wir die geladenen 
Metallscheiben zusammen mit einer festen, den Raum zwischen 
den Platten ausfüllenden Scheibe rotieren, so wäre zu erwarten, 
daß Konvektionsstrom und Röntgenstrom sich aufheben und 
kein magnetisches Feld erregen. 

Diese Konsequenzen der Hertzschen Elektro- 
dynamik bewegter Körper sind durch die quanti- 
tativen Untersuchungen, die A. Eichenwald (Ann. d. 
Phys. 11, S. 421, 1903) über den Röntgenstrom angestellt 
hat, nicht bestätigt worden. Er fand, daß die Metall- 
platten und das Dielektrikum, zusammen rotierend, ein magne- 
tisches Feld erregen, welches von dem Material des Dielek- 
trikums unabhängig ist und nur von der Potentialdifferenz 
der Belegungen abhängt. Wir können dieses Resultat deuten, 
wenn wir annehmen, daß bei diesem Versuche die Summe aus 
Konvektionsstrom und Röntgenstrom der Dichte der freien 
Elektrizität auf der Metallplatte 



1 

47r 



'- ^ '« 



proportional ist, daß sich mithin das magnetische Feld so be- 
rechnet, als ob es nicht von der wahren, sondern von der 
freien, konvektiv mitgeführten Ladung erregt würde. Die 
Flächendichte des Röntgenstromes würde dann an der Fläche, 
in der Metall und Dielektrikum aneinander grenzen, gleich 

-(m-m')t, (|a)|-^|«!)li 
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zu setzen sein, statt gleich 

— I 2) I ti, 

wie es die Hertzsche Theorie yerlangt. 

Die Lorentzsche Elektronentheorie gibt hiervon Rechen- 
schaft. Diese Theorie zerlegt die elektrische Verschiebung 
bzw. den Verschiebungsstrom in zwei Teile: 

®-Ä« + * (Tgl. §55). 

Der erste Teil ist durch das Feld im Räume bestimmt, und 
nur der zweite Teil fß haftet an der Materie. In dieser 
Theorie nimmt die erste Hauptgleichung eine etwas andere 
Form an, wie wir im zweiten Bande dieses Werkes ausführ- 
licher darlegen werden. 

Der Röntgenstrom wird hier nicht durch die gesamte 
elektrische Verschiebung, sondern durch den an dem bewegten 
Dielektrikum haftenden Teil der elektrischen Verschiebung be- 
dingt. Seine Dichte wird gleich 

(252 c) curl[?pii]. 

Die bei dem Versuche Röntgens im Lufträume in einem 
senkrechten elektrischen Felde rotierende dielektrische Platte 
führt demnach an ihren Begrenzungsebenen einen Röntgen- 
strom mit, dessen Flächendichte durch 

bestimmt wird, wo der Index (1) sich auf das Dielektrikum 
bezieht. Da | S | stetig die Trennungsfläche gegen die Luft 
durchsetzt, so ist 

J«Pil = |3)J-i^l«xl-i5)s|-il«ii-i(.|«,|-|«il), 

es wird also der Böntgenstrom, den die Oberfläche der Platte 
mit sich fahrt, gleich 



+ »'^{l«i|-|«»l}-öß'', 
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wo cJ die Flächendichte der freien Elektrizität ist. Nach 
der Lorentzschen Elektronentheorie ist der Röntgen- 
strom an der Oberfläche einer im Lufträume in einem 
senkrechten elektrischen Felde rotierenden Platte 
der mitgeführten freien Ladung äquivalent. Auch 
dieses hat A. Eichenwald quantitativ bestätigt, indem er die 
entgegengesetzten Flächenströme an den beiden Begrenzungs- 
ebenen der rotierenden Platte durch Leitungsströme derselben 
Verteilung in den Stanniolbelegungen einer ruhenden Mikanit- 
scheibe ersetzte. Er teilte die Belegungen durch feine Risse 
in einzelne Ringe, derart, daß die Ringe, hintereinander ge- 
schaltet, von dem Leitungsstrome 

durchflössen wurden, und fand die magnetische Wirkung 
identisch mit derjenigen der im elektrischen Felde rotierenden 
Platte. 

Die Erregung eines magnetischen Feldes durch Rotation 
eines dielektrisch polarisierten Körpers entspricht der Erregung 
eines elektrischen Feldes durch Rotation eines magnetisierten 
Körpers, die wir in § 95 behandelt und als unipolare In- 
duktion bezeichnet haben; die Analogie wäre vollkommen, 
wenn kein permanenter Magnet, sondern ein im magne- 
tischen Felde rotierender, magnetisch weicher Körper es wäre, 
der das elektrische Feld erregt. Li der Hertzschen Elektro- 
dynamik bewegter Körper geschieht, wie wir sahen, die auf 
den erweiterten Hauptgleichungen fußende Ableitung beider 

Erscheinungen ganz parallel gehend; der Wirbel [öti] ist 

mit dem Wirbel des durch Bewegung im magnetischen Felde 

erregten elektrischen Feldes ®, der Wirbel von — [®ti] mit 

dem Wirbel des durch Bewegung im elektrischen Felde er^ 
regten magnetischen Feldes § identisch. Dies entspricht der 
Hertz-Heavisideschen Analogie der Vektoren ® und § einer- 
seits, ^%% und © anderseits. In der Lorentzschen Theorie 
läßt sich diese Analogie nicht vollkommen durchführen. Denn 
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es wird dort bei Erregung des magnetischen Feldes durch 
Bewegung im elektrischen Felde ^ an Stelle von ® ge- 
setzt, d. h. die erste Hauptgleichung erhält eine andere For- 
mulierung als in der Hertzschen Theorie. Die zweite 
Hauptgleichung allerdings, die ja nichts anderes war 
als das erweiterte Faradajsche Induktionsgesetz, 
bleibt auch in der Lorentzschen Elektrodynamik be- 
wegter Körper unverändert bestehen; es tritt hier nicht 
etwa der Vektor SR an Stelle von 8. Worauf diese Ab- 
weichung beruht, das kann an dieser Stelle nicht erschöpfend 
dargelegt werden; wir werden im zweiten Bande ausführ- 
licher auf diesen Punkt zurückkommen. Wir wollen uns 
hier damit begnügen, zu bemerken, daß die zweite Haupt- 
gleichung auch in der Elektronentheorie sich ergibt, und 
zwar durch Mittelwertsbildung über die Felder der in der 
Materie sich bewegenden Elektronen. Die Entwickelungen 
der §§ 92 — 95 dieses Abschnittes, die ja von der Erfahrung 
durchweg bestätigt werden, bleiben auch in der Elektronen- 
theorie gültig. 

§ 100. Relative und absolute Bewegung. 

Die Hertzsche Elektrodynamik bewegter Körper spricht 
nur von der gesamten elektrischen Verschiebung ® in dem 
bewegten Körper; sie unterläßt es, die elektrische Verschiebung 
in zwei Teile zu sondern, die bzw. durch den Äther und durch 
die Materie bestimmt sind. Man kann die Grundvorstellung 
der Hertzschen Theorie auch so ausdrücken: Es wird 
angenommen, daß der Äther sich mit der Materie 
mitbewegt. Diese Vorstellung bringt Schwierigkeiten mit 
sich, wenn man es mit stark verdünnten Gasen zu tun hat; 
auch hier muß angenommen werden, daß, wie verdünnt auch 
das Gas sein mag, es doch bei seiner den Gesetzen der 
Mechanik gemäß erfolgenden Bewegung den Äther mitführt; 
das kommt schließlich auf dasselbe heraus, als ob man dem 
Äther selbst ähnliche Eigenschaften zuschreibt wie materiellen 
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Körpern und im luftleeren Räume von Bew^ungen eines mit 
trager Masse behafteten Äthers redet. Wir erwähnten bereits 
in § 98^ daß die Hertzsche Theorie in der Tat derartige 
Spekulationen nahelegt, indem sie aus den Mazwellschen 
Spannungen resultierende Kräfte im Innern des luftleeren 
Raumes ergibt. Dabei kann dann der mechanische Satz von 
der Konstanz der Bewegungsgröße eines abgeschlossenen 
Systemes aufrecht erhalten werden, indem die bewegten Äther- 
massen einen — bei den elektromagnetischen Erscheinungen 
im engeren Sinne meist sehr kleinen — Teil der Bewegungs- 
größe aufiiehmen. Gleichzeitig wird der Hertzschen Theorie 
das mechanische Relativitätsprinzip zngronde gelegt; es 
werden die elektromagnetischen Wechselwirkungen der Körper 
nur von ihrer relativen Bewegung abhängig gemacht. Diese 
Auffassung kann sich darauf berufen ^ daß fär die elektro- 
magnetischen Wechselwirkungen von Körpern, die sich mit 
der Erde bewegen, der Satz der Relativbewegung tatsächlich 
gilt, wie schon aus dem Umstände zu ersehen ist, daß diese 
Wechselwirkungen bisher keinen Anhaltspunkt fOr die Be- 
stimmung der absoluten Bewegung der Erde ergeben haben. 
Die Hertzsche Theorie ordnet die Elektrodynamik 
im wesentlichen in den Gedankenkreis der alten 
Mechanik ein, nur daß sie an Stelle der dort zu- 
gelassenen Fernwirkungen stets Nahewirkungen im 
Äther setzt; die Axiome der Newtonschen Mechanik, 
insbesondere das Prinzip der Geichheit von Wirkung 
und Gegenwirkung, und das Relativitätsprinzip, wer- 
den auch bei Mitwirkung elektromagnetischer Kräfte 
als gültig angesehen. 

Bei genauerer Betrachtung stellt es sich allerdings heraus, 
daß die Axiome der Mechanik bei ihrer Ausdehnung auf die 
elektromagnetischen Vorgänge einigermaßen ihren Sinn ändern. 
Hinsichtlich des Prinzips von actio und reactio und der aus 
ihm folgenden Impuls-Sätze wurde dies bereits oben, im § 98, 
dargelegt. Ahnlich liegt die Sache bei dem Prinzip der Rela- 
tivität. Für quasistationäre Strömung und langsame Be- 
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wegnng, wo Nahewirkungstheorie und Femwirkungstlieorie in 
ihren schließlichen Eonsequenzen ja übereinstimmen; bleibt, 
wie das Prinzip von Wirkung und Gegenwirkung, so auch 
das Relativitätsprinzip gültig. Die wechselseitigen Kräfte 
der ponderablen Körper für sich halten einander das Gleich- 
gewicht, und nur von der relativen Bewegung der Körper 
hängen die elektromagnetischen Vorgänge ab. Für schnelle 
Bewegungen und rasch veränderliche Felder hingegen, wo die 
Hertzsche Theorie dazu führt, im luftleeren Räume von 
Kräften im Äther und von Bewegungen des Äthers zu reden, 
werden die elektromagnetischen Vorgänge nach dieser Theorie 
von der relativen Bewegung der Materie und des im luftleeren 
Räume befindlichen Äthers abhängen müssen. Der weiter ab- 
liegende und von den betrachteten Feldern noch nicht erreichte 
Äther wird als ruhend anzunehmen sein. Von der Relativ- 
bewegung gegen diesen ruhenden Äther, und nicht allein von 
der Relativbewegung der materiellen Körper gegeneinander, 
werden die elektromagnetischen Vorgänge in einem bewegten 
Systeme abhängen. Diese Auffassung ist kaum mehr entfernt 
von der Behauptung, daß es absolute Bewegungen gibt und 
daß die elektromagnetischen Kräfte von der absoluten Be- 
wegung der Körper bzw. der Elektrizität abhängen. 

Auch vom Standpunkte der Hertzschen Elektrodynamik 
bewegter Körper ausgehend, werden wir also dazu geführt, 
das Axiom der Relativität wesentlich zu erweitem und von 
einer absoluten Bewegung der Körper zu reden. Eine jede 
elektromagnetische Theorie, welches auch sonst ihre Grund- 
hypothesen sein mögen, kann nicht umhin, dies zu tun. Denn 
schon die Differentialgleichungen des elektromagnetischen Feldes 
für ruhende Körper ergeben, daß im leeren Räume sich die 
ebenen elektromagnetischen Wellen nach allen Richtungen 
mit der gleichen Geschwindigkeit fortpflanzen; sie postulieren 
die Existenz eines Bezugssystemes, in welchem diese Isotropie 
der Lichtfortpflanzung wirklich statthat. Dieses Bezugsystem 
bzw. Körper, die eine iu ihm feste Lage haben, werden als 
ruhend, auf dieses System bezogene Bewegungen werden als 
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„absolute Bewegungen*' bezeichnet werden dürfen. Es ist 
jedoch bisher nicht gelungen, dieses ruhende Bezugssystem 
festzulegen. Die Aberration des Fixsternlichtos infolge der 
Erdbewegung zeigt, daß das Bezugssystem die Umlaufsbewegung 
der Erde um die Sonne jedenfalls nicht mitmacht; ob es sich 
an der Bewegung des Sonnensystemes beteiligt, oder besser 
gesagt, welches die absolute Bewegung des Sonnensystemes ist, 
darüber ist nichts bekannt. Man kann daher das ruhende 
Bezugssystem, welches die elektromagnetischen Gleichungen 
zugrunde legen, zunächst identifizieren mit dem Bezugssystem 
der Mechanik, welches durch die Kopemikanischen Vor- 
stellungen über die Bewegungen im Sonnensysteme definiert 
ist. Wie aus der Theorie des Foucaultschen Pendelversuches 
bekannt ist, muß die Mechanik annehmen, daß die Newton- 
schen Axiome in bezug auf dieses System, nicht aber in 
bezug auf ein mit der Erde rotierendes System, strenge 
Gültigkeit besitzen. Bezüglich der Translationsbewegung be- 
darf die gewöhnliche Mechanik einer ähnlichen Annahme 
nicht; denn die Hinzufügung einer gemeinsamen Translation 
von konstanter Größe und Richtung ändert nach ihren Lehren 
die relativen Bewegungen der Körper des Systemes nicht. 
Die Theorie des elektromagnetischen Feldes verfährt konse- 
quenter; sie spricht von absoluter Rotation sowohl wie von 
absoluter Translation in dem soeben angedeuteten Sinne. 
Sind allerdings die Bewegungen der Körper und die hinzu- 
gefügte gemeinsame Translation langsam, d. h. sind ihre Ge- 
schwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindigkeit, so wird 
die Hinzufügung der gleichförmigen Translation auch bei Mit- 
wirkung elektromagnetischer Kräfte die relativen Bewegungen 
der Körper nicht merklich ändern. Das Relativitätsprinzip, 
im Sinne der gewöhnlichen Mechanik verstanden, bleibt hier- 
nach wenigstens in dem Geschwindigkeitsbereiche, dem die 
beobachtbaren Bewegungen der ponderablen Körper angehören, 
näherungs weise gültig. 

Versucht man die Maxwellsche Theorie konsequent auf 
den von ponderabler Materie leeren Raum anzuwenden, so 
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wird man dazu geführt^ die mechanischen Prinzipe von der 
Wirkung und Gegenwirkung und von der Relativität in einer 
Weise zu erweitem, welche der Aufhebung dieser Prinzipe 
gleichkommt. Diese Sätze, im ursprünglichen Sinne der alten 
Mechanik verstanden, sind eben mit den Tatsachen nicht zu 
vereinbaren. Es mag daher zweckmäßiger erscheinen, sich 
durch die Rücksicht auf die alte Mechanik überhaupt nicht 
mehr beeinflussen zu lassen, sondern die Axiome der Elektro- 
dynamik so zu formulieren, wie es für die systematische Dar- 
stellung der elektrischen und optischen Erscheinungen am 
geeignetsten erscheint. 

Die Lorentzsche Theorie geht in dieser Weise 
vor. Indem sie eine hypothetische Bewegung des 
Äthers und hypothetische Kräfte im Innern des 
Äthers überhaupt nicht einführt, bricht sie von 
vornherein mit dem Axiome von Wirkung und Gegen- 
Wirkung. Der Äther soll überall ruhen, auch im 
Innern der bewegten Materie; er bestimmt das uni- 
verselle Bezugssystem, auf welches die „absoluten" 
Bewegungen der Elektronen und der ponderablen 
Körper zu beziehen sind. Wir haben den Übergang zu 
den Lorentzschen Vorstellungen vorbereitet, indem wir bereits 
in der Theorie der elektrischen und magnetischen Felder in 
ruhenden Systemen das Wort „Äther'' nur als Abkürzung für 
den Inbegriff der elektromagnetischen und optischen Vorgänge 
in dem von ponderablen Körpern leeren Räume einführten. 
Diese Auffassung, welche dem Räume als solchem physikalische 
Eigenschaften beilegt, deckt sich nicht mit dem bei geo- 
metrischen Betrachtungen herkömmlicherweise angewandten 
Raumbegriff. Jener geometrische Raumbegriff ist indessen, 
wie bereits erwähnt wurde, nur als eine Abstraktion aus der 
Erfahrung anzusehen. Mit jenem geometrischen Raumbegriffe 
hat man bekanntlich Verallgemeinerungen vorgenommen, indem 
man mehrdimensionale imd nichteuklidische Geometrien ent- 
wickelte. Ob die physikalische Raumvorstellung, welche die 
elektromagnetischen Eigenschaften des Raumes berücksichtigt, 

Abraham, Theorie der Elektrizität. I. 8. Aufl. 29 
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ähnlicher Verallgemeineningen fähig ist, muß aLs fraglich be- 
zeichnet werden. Solange diese Frage unaufgeklärt ist^ wird 
man gut tun, bei physikalischen Untersuchungen von nicht- 
euklidischen Räumen abzusehen. 

Daß der Äther sich nicht mit der bewegten Materie mit- 
bewegt, d. h. daß die elektromagnetischen Yor^nge in einem 
translatorisch bewegten Körper nicht dieselben sind, als wenn 
der Körper ruhte, wird durch einen bekannten Versuch von 
Fizeau bewiesen. Die Geschwindigkeit der Lichtwellen in 
einer strömenden Flüssigkeit findet sich nicht gleich der Ge- 
schwindigkeit des Lichtes in der ruhenden Flüssigkeit, ver- 
mehrt um die Geschwindigkeit der Flüssigkeitsbewegung, 
sondern kleiner. Die Hertzsche Elektrodynamik bewegter 
Körper gibt von dieser Tatsache keine Rechenschaft; ihr 
zufolge müßte die Relativgeschwindigkeit des Lichtes gegen 
die strömende Materie von der Geschwindigkeit der Strömung 
unabhängig sein; der Fizeausche Versuch widerlegt 
direkt experimentell die Hertzsche Elektrodynamik 
bewegter Körper in ihrer Anwendung auf die Licht- 
welle d. Wir werden im zweiten Teile dieses Werkes zeigen, 
daß die Lorentzsche Theorie diesen Versuch ungezwungen 
erklärt. 

Daß die Annahme eines überall mit der Materie bewegten 
Äthers sich nicht allgemein durchführen läßt, war Hertz wohl- 
bekannt. Er beanspruchte mit seinen Grundgleichungen der 
Elektrodynamik bewegter Körper nur die elektromagnetischen 
Erscheinungen in engerem Sinne zu umfassen. Wir haben 
gesehen, daß dieselben in der Tat bei den Induktionserschei- 
nungen in bewegten Jjeitern sich bewähren, daß sie sich aber 
nicht quantitativ mit den Untersuchungen Eichenwalds über 
den Röntgenstrom vereinbaren lassen (vgl. § 99). Die Hertz- 
schen Grundgleichungen umfassen mithin keineswegs alle 
heute bekannten elektromagnetischen Vorgänge in engerem 
Sinne. 

Wir werden daher im zweiten Bande dieses Werkes bei 
der Behandlung der elektromagnetischen und optischen Er- 
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scheinungen in bewegten Körpern die Anschauungen der 
Elektronentheorie zugrunde legen. Die Erörterungen dieses 
Paragraphen zeigen, welche Bedeutung diese aussichtsvollste 
Weiterbildung der Maxwellschen Theorie bzw. die Tatsachen^ 
auf welche sie sich stützt, über das Gebiet der Elektrizitäts- 
lehre hinaus besitzen. Die Umwandlung der Grundbegriflfe 
der Geometrie und Mechanik, welche die Elektronentheorie 
anstrebt, ist von der größten Tragweite für die gesamte Natur- 
wissenschaft. 
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Formelznsammenstellnng. 

I« Allgemeine Regeln der Yektorenrechnung. 

Alle Vektoren sind durch Frakturbuchstaben kenntlich 
gemacht^ wie K; 9, H usf.; die Betrage sind mit { K |^ \9 ]> 
die Komponenten nach den Koordinatenachsen mit 9(^| 91^, 9(, 
bezeichnet. Das skalare Produkt wird K83; oder, wenn eine 
Abtrennung von anderen Vektoren erwünscht ist, (Äö) ge- 
geschrieben; [Ä8] dagegen stellt das Vektorprodukt vor. 



(«) 



(ß) 



1. Yektoralgebra. 

[«»] = -[»«]= «, «, «, 

®« ®y ®» 



(y) «[»6] = 6[«»] = »[6II] = 



«« «,«. ! 



(Gl. 22, S. 16) 

/ G1.25,S.19\ 
\u. Gl. 28, S. 20/ 



(Gl. 31, S. 22) 



(*) [«, [»6]] = »(«€)- 6(«») .... 

(«) [«»] • [€2)] = («€) (»2)) - (»€)(«2)) . (Gl. 33, S. 23) 



(Gl. 32, S. 23) 



2. Vektoranalysis. 



■ (5) Vy 



I ^ _1_ t ?^ 4- f — ? 



(,) div« = V« = ^'+^ 



+ 



« 



(Gl. 68 a, S. 52) 



. (Gl. 70, S. 55) 
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(») curl « = [V, «] 



(0 

(v) 

m 



i") 






(9') 



i 


• 

I 


! 


a 


a 


a 


a« 


ay 


dz 


www 



(Gl. 91, S. 84) 



div<pll = <pdiy« + «V<p (G1.72,S.60) 



curl 9Ä= 9 curH( + [Vqp, Ä] . 

diT [«»] = » curl « - « curl « 

curl [««] = (»V) It - (UV) » 
+ « diT « - » div « 

V(«») = («V)» + (»V)« 

+ [« curl »] + [» curl «] 



(Z) 



. . (öl. 112,8.113) 
. . (Gl. 102, S. 96) 

. . (Gl. 114,8.115) 

. . (Gl. 115,8.115) 

dx^'Sy* ' a.« • (Gl. 73a, b, 8. 60) 

curlV9) = , . . (G1.91a,S.84) 

diTcurm = (Gl.94,8.91) 

curl curl« = curl« « = VdiT IC -V»« . (Gl. 95, 8.92) 

8atz Ton Gauß: 
Jdvih% = fdf9l„ (Gl. 71, 8. 57) 

Satz von Green: 
fdy { ^ VV + (yq>, V^) } =Jdftl> ||. 

fdv { » curl « - « curl « } = fdf[9iei 
folgt aus A und a. 
Satz Ton Stokes: 

Jdfear\„%=j%di (GL 92b, 8. 89) 

Skalares Potential. 
9-/^ (Gl.83,8.70) 



(Gl. 75, 8. 61) 
(Gl. 102 a, S. 96) 
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dient zur Berechnung des wirbelfreien Feldes 

li = -V<)p, 

wenn 

div H = iTCQ 

gegeben ist. 
Vektorpotential. 

it) f~ (Gl. 100, S. 94) 

dient zur Berechnung des quellenfreien Feldes 

d == curl Ä, 
wenn 

curl H == 4:rc 

gegeben ist, und genügt der Gleichung (98) 

div« = 0, 

wenn div c =» gilt. 

Zeitliche Änderung eines Vektors, beurteilt von einem 
starr rotierenden Bezugssystem aus (Drehgeschwindigkeit u) 

(«') ^dT = ^ + [««] (G1.51,S.37) 

Zeitliche Änderung des Linienintegrales eines Vektors, 
erstreckt über eine bewegte Kurve (H Geschwindigkeit) 

2 2 

(a) ^jJ«rf8=Jrf8J|? + V(ti«)-[licurl«]) 

(Gl. 121, S. 121) 

Zeitliche Änderung des Flächenintegrales eines Vektors, 
erstreckt über eine bewegte Fläche 

(^) rtf^ndf=fdf{f^ + curl \m + H div » 

(Gl. 122,8.123) 

II. Elektrisches Feld. 

6 elektrische Feldstärke, ^ elektrische Verschiebung, 
s Dielektrizitätskonstante, q, g) Rauradichte und Flächen- 
dichte der wahren Elektrizität e; q\ co' Raumdichte und 
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Flächendichte der freien Elektrizität e', U elektrische 
Energie, t Dichte des Leitungsstromes, c Dichte des 
wahren Stromes, Leitfähigkeit, Q Joulesche Wärme. 

(c) « = e • e (Kraft auf Probekörper) . (Gl. 124, S. 127) 

(d) ^=l„-^ (Gl. 136, S. 147) 

(e) (. = div2), ö = -(2)„. + ^J (Gl. 137, 137 a, S. 148) 

(«1, «j Normalen, die nach der Trennungsfläche hin- 
weisen.) 

(f) 4wp' = dive, A%a>' (©„, + ej (Gl. 137 c, d,S. 149) 

(g) U^l-fdvi<B^) (Gl. 146, S. 169) 

(h) i = (j(g (Ohmsches Gesetz) ... . (Gl. 152a, S. 188) 

(i) Q=^fdv(i(S:)=Jdvö(B^ ... . (Gl. 154a, S. 189) 
(k) t-l + ^ = öe + /^^gf . .... '.(Gl. 157,8.192) 

III« Elektromagnetisches Feld. 

§ magnetische Feldstärke, ö magnetische Induktion, 
SR Magnetisierung, (i Permeabilität, T magnetische Energie, 
i', y Raum- und Flächendichte des freien Stromes. 

(1) div » = (Gl. 165, S. 223) 

(m) » = curl« (Gl. 165a, S. 223) 

Erste Hauptgleichung: 1) wenn nur Leitungs- 
ströme vorkommen 

(n) curl§='^-i . . . ... . . . (Gl. 169,8.227) 

2) wenn Verschiebungsströme hinzukommen: 
(o) curl § = i'' t = ^ j i + ^ ) . . . (Gl. 177, 177a, S. 243) 

Zweite Hauptgleichung: 

(p) curl{e-e«)^ ^^* . . . . . .(Gl. 178,8.245) 
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(q) » = M# (01.167,8.225) 

(r) m^:^ [»-§]-"-'■§ . . . . (Gl. 173, S. 233) 

(b) curl » = — - , [n, »1 - »,] - — t (ÖL 175, 175a, S. 238) 

(t) « = i/^tP»[äR.'^,7] • • (Gl- 176c, S. 241) 
(u) 9i^ßj.^' + ±J^[^(,,§] . . : (öl. 175 f, 8.239) 

Feldgleichungen und Energieausdruck für ruhende, 
isotrope, nicht ferromagnetische Körper: 

|^=curl§-*f-"« (G1.179,) 

W 1 - 1 ^g| = curl (« - «,) (01.179a,) 

diy;t^ = (Öl.l79b) 

(w) W=-^fdv{£& + ti^') .... (01.180,8.253) 

Quasistationäre Ströme: 

L Induktionskoeffizienten, K Kapazität, jR Wider- 
stand, J Stromstärke, t Schwiogungsdauer. 

Koeffizient der gegenseitigen Induktion: 
(x) iij = fi JY--'^— ♦ (öl. 183b, 8. 267) 

Magnetische Energie zweier Stromringe: 
(y) ^ = '^{YAie7? + A2^i^2 + |A2«^ll (01.185,8.272) 
(z) r = —yiK (Thomsonsche Formel) (G1.192d,S.291) 



S. 251. 



Elektromagnetische Wellen: 

w Geschwindigkeit, X Wellenlänge, n Brechungsindex, 
X Extinktionskoeffizient. K, L beziehen sich hier auf 
die Längeneinheit der Leitung, 
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(a) n'^6 (G1.205d,S.317) 

(Maxwellsche Relation, f ür fi = 1 gültig) 

(i) n«==|[]/5^ + 4(jV + f} .... (G1.207f,S.324) 
(c) x» = |{l/?+4^V~6} .... (G1.207g,S.324) 

Für lange Wellen in Metallen wird: 

(b) n = « = yäi (wenn ^ = 1) . • • (Gl. 210a, S. 331) 

und der Reflexionskoeffizient: 

(e) r = l---^. (GL 210b, S. 331) 

Geschwindigkeit längs guter, zylindrischer Leiter: 

(f) M;=-f. = -^ ...... . (öl.216e,f,S.349) 

ys^L yLK 

IT. Weiterer Ausbau der Theorie« 

(9) ®--^[« -«";§] (Gl. 226a, S. 371) 

Poyntingscher Energiestrom oder Strahlvektor. 
Feldenergie permanenter Magnete: 

(H) r= J|^§»+r„_J|^§„» . . (Gl. 233,8.385) 
(i) T = -J" 1^ «» 4- To +y*^«o> . . (01.237,8.394) 



(l) 



Zwei bewegte Stromringe mit eingeprägten Kräften: 



-EJ = Ji i?i + -^ ^ (Ai«^i) + "^ d7 (Aä «'i) 



(G1.239,b,c, 
S.404) 



Zweite Hauptgleichung für bewegte Körper: 
(l) curl {€ - ««) 4" (^ + «™"1[«»]) (01.242,8.413) 



i 



I 
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Induzierte elektromotorische Kraft der unipolaren 
Induktion: 

(m) E' = -^^J^,df, (Gl. 244, S. 420) 

Ponderomotorische Kraft auf Volamelement mit 
Leitungsstrom : 

(n) « = r/t;^[li«] (Gl. 245 c, S. 426) 

Kraft auf beVegte Ladung im elektromt^etischen Felde : 
(o) « = e5 = e je + J[li«]j .... (G1.246a,S.426) 

• » 

Maxwellsche Spannungen: %', I" Flächenkraft der 
elektrischen und magnetischen Spannungen. 

«I) 2;' = ^ {e-2£«„-n-£««} . . . (Gl. 248, S. 429) 



(•«) 3J'» = ^{§-2^§,-n.,tr} • • • (Gl. 249, S. 432) 

Gesamter elektrischer Strom fiir einen bewegten Körper^ 
nach der Theorie von H. Hertz: 

(t) i + |^+^t, + curl[^li] . . . . (Gl. 252, S. 439) 
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